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本 忆 是 作 玫 扩 避 仙 刘 此 匠 大 学 于 讲 经 的 抽 象 代数 学 进 久 编 成 的 。 全 书 
分 三 着。 木 着 是 卷 2 : 专门 介绍 线性 代 数 。 
Et ,主要 铬 述 了 有 限 纵 向 蒂 举 间 、 线性 变换 、 线 


性 变换 的 集合 、 双 线性 形式 , 欧 几 里 得 室 间 及 单 式 空间 ,向 量 空 间 的 积 , 线 性 
变换 环 , 无 限 纵向 量 空间 等 。 书 中 附 有 许多 精 选 的 便于 及 习题 。 本 扼 昌 常 
使 用 着 3 的 名 词 和 结果 ， 但 作者 访 晤 熏 本 状 内 容 身 成 一 体 , 易 于 阅读 。 
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本 窟 是 著者 的 “抽象 代数 学 "三 党 中 的 第 二 省。 要 理解 本 洛 的 
内 痊 , 对 第 一 害 里 所 偿 的 车,、 环 , 域 , 同 访 等 基本 概念 必须 有 一 定 程 
度 的 热 悉 ， 但 我 们 鲁 坛 使 线性 代数 的 氢 述 与 第 一 移 的 区 节 知 识 无 
甘 ; 有 时 烈 出 特殊 车 果 的 参考 文献 ,但 考 干 必需 的 基本 概念 则 子 重 
述 ， 一 句 遍 ,我 们 六 望 对 数学 有 充分 修养 及 对 近世 代数 的 基 在 概 
念 熟悉 的 访 漠 能 完全 更 和解 地 庄 完 这 管 ， 

本 管 着 重 于 抽象 鹤 念 方面 ; 慌 时 常 与 这 个 观点 有 些 出 下, 形式 
的 计算 方法 有 时 答 出 更 明确 的 转 果 。 再 则 线性 代数 的 车 果 自 身 不 
是 一 个 入 点 , 面 是 用 在 数学 及 其 应 用 的 各 分 支 的 主要 王 具 ， 所 以 ， 
掌握 梅 造 性 的 而 且 可 用 于 数值 问题 的 方法 是 有 用 的 ， 这 些 万 法 有 
时 需要 较 长 的 讨论 ,但 我 们 觉得 照 上 所 指 陈 的 理由 来 看 , 罕 仙 的 提出 
是 正确 和 的。 对 于 抽象 代数 很 熟 纤 的 读者 无 恬 地 会 看 消 捞 答 的 .有 
些 方法 旭 见 于 脚 填 中. 

书 中 含有 大 量 习 各 ,很 多 号 用 简单 数字 剖 明 埋 窒 和 的, 其它 是 难 
题 , 用 以 者 租 优 秀 的 读者 。 无 诅 如 何 ,要 对 本 容 内 容 懂 得 透 滞 ,和 
心 研 帘 这 些 习 题 是 必要 的 ， 

本 和 齿 右 写 的 各 阶段 中 , 佛 利 用 许多 朋友 的 意见 和 评论 ;特别 威 
谢 克 里 三 得 (A. H. Clitford)、 雹 栋 才 得 (G、Hoecbschild) 点 卡 清 兰 
斯 基 (I， Kaplansky) 演 于 本 沽 早期 座 述 的 各 种 建 萎 。 我 也 大 太 地 
感谢 三 年 弛 同学 米 蔓 斯 CW. 电 . Mitls) 的 党 苦 地 协助 证 明基 美 了 本末 
害 最 后 修 收 的 各 种 建议 ， 
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有 限 维 向 量 空间 


向量 在 三 从 解析 几何 学 香 是 按 儿 何 性 质 来 定义 的 ， 这 旺 无 须 
重 捍 。 从 代数 观点 来 说 ,主要 事实 是 : 向 量 ” 力 由 定 ( 关 于 一 定 上 化 
标 和 对} 的 三 个 华 标 司 ，7, 人 站) 完 邹 确定， 习惯 上 记 作 vw = (&,7,6)， 
意 妹 着 : v 是 这 样 的 向 量 ,下 的 x-, y- 及 sz 些 标 顺序 为 ,5, 及 区, 
反 过 来 ,实数 的 任意 有 序 三 准 组 会 ; 3 决定 一 个 一 定向 量 ， 所 
以 在 3- 空 距 里 ,向量 与 实数 的 有 序 三 维 组 乔 存 在 着 1 一 1 对 应 ， 

几何 学 里 关于 向 量 有 三 个 基本 运算 :向 量 的 如 法 ,向 量 与 配 痢 
〈 数 ) 的 垃 法 , 疝 量 的 数 税 ， 这 里 世 元 须 再 提 这 些 合成 的 斤 何 定 习 ， 
只 要 阁 明 企 三 维 组 上 与 用 何 运算 对 应 的 代数 方法 就 够 了 如 果 
二 (659,0) 及 2， 一 人 7) 过)， 则 和 

vir = (+e, n+ +, 
向 县 /与 实数 P 的 职 ps 是 向量 
pr = (pé, py, pe)s 
而 。 与 的 纯 共 积 (2，v) 是 实数 
(wy) EF + oy + oe6, 

解析 几何 学 证 主要 部 分 一 一 稳 性 相关 论 及 焰 性 变换 论 一 一 只 
与 这 些 松 念 中 的 前 两 浇 有 关 ， 正 是 这 个 部 分 (的 扩张 形状 ) 构 成 本 
书 诗 基 的 主要 芒 题 ， 条 量 积 的 购 念 旺 一 种 度量 航 合 ,在 我 个 的 许 
葵 中 将 帮 在 次 要 地 位 ， 

向 量 关 于 加 法 及 用 数 钱 的 乘法 可 有 了 两 个 扩张 方向 ， 一 个 是 : 
我 们 的 考虑 无 顷 限 制 于 三 维 组 ， 而 是 对 于 任 章 正 刺 数 二 来 观 察 = 
维 组 ， 另 一 个 是 :我 们 无须 假定 坐标 上 , 7，… 是 实数 . 要 保证 线 
性 相 尖 蓓 的 有 效 ,我 们 只 须 假 定 有 理 志 车 能 够 施行 ;因此 可 用 任 卓 
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诚 来 代 林 实 濑 域 ， 不 仪 如 此 ,我 们 还 不 难 进 一 步 把 菇 碘 数 芭 的 可 
变换 性 的 假设 摘 去 . 

所 入 我 们 的 讨 短 从 .个 给 定 的 除 环 各 出 发 ; 例如 ， 全 可 取 
下 烈 的 任 章 - -个 数秒 : 1) 实数 域 , 2) 复数 域 , 3) 有 理 数 域 , 4) 模 
p 下 的 剩余 域 ,或 5) 实 四 条 数 的 除 环 .， 

仿 二 是 -个 固定 的 下 整数 ,着 月 合 A 中 震 # 维 组 (51, 训 
6 ) 的 合体 , 这 用 说 E A， 这 些 ” 维 组 叫做 向 旦 ， 而 A 吓 伏 入 
上 = 维 组 的 向 量 空间 。 如 果 ? 一 《jy 加 …， z); 划 zx 一， 必须 
而 且 只 须 训 二 Pt 二 12， 人， 仿 最 三 礁 实 空间 情形 ,我 全 
在 么 中 里 引入 两 个 合成 : 向 量 的 加 法 及 以 A 的 元 乘 向 量 的 乘法 ， 
首 洁 ,如果 x* 及 Y 是 任意 向 量 , 我 们 定义 定位 的 和 * 十 y 为 向 削 

z 十 了 一 (十 1 ea 十 六 十 7o)。 
半生 以 人 的 元 乘 向 量 的 蒋 法 有 商 种 可 能 :一 种 是 由 
px = (péi, pés, +*-, pSs) 
定义 的 堪 乘法 , 另 一 种 是 由 
去 有 一 《SB， Eap ED 

定义 的 右 乘 法 ， 这 两 种 中 的 任 窟 一 种 都 可 使 用 ,得 出 的 理论 导 平 
行 的 ，。 世 此 后 我 情 只 采用 去 科 法 ,得 出 的 时 有 千 果 都 可 埔 变 为 右 
科 法 上 车 果 ,这 是 不 待 葛 言 的 . 

评书 的 前 扩 章 是 言论 在 上 面 定 六 的 合成 下 的 代数 条 A 中 ， 我 
们 采用 公理 前 方法 , 亦 朗 从 列举 作为 代数 系 A 的 公理 的 简单 性 
扶 江 导出 所 有 畦 果 ., 这 些 公 理 定 义 一 个 有 限 著 ( 抽 浓 ) 向量 衬 疝 的 
概念 ,而 代数 杀 和 A 是 这 种 窒 间 的 例子 。 不 得 如 此 , 我 们 还 会 知 
道 ， 有 限 扒 向 量 空 间 的 任 演 其 它 例 子 实际 上 萎 与 一 个 代数 对 A"? 
等 价 ， 

距 以 ;采取 从 理 的 对 点 不 是 受 善 时候 一 般 化 的 愿望 的 推动 , 自 
指 还 是 存 于 划 中 注 瘟 去 型 明 岩 这些 代数 柔 的 和 实际 性 盾 ， 以 便 把 轩 
果 容 易 应 用 于 其 它 具 体例 子 中 ， 着 眼 点 的 放 写 最 后 自然 导致 在 斜 
葵 癌 量 空 间 里 有 用 的 其 宛 更 一 般 概 念 的 得 完 。 这 些 松 念 中 量 重 要 
的 是 模 的 概念 , 字 成 为 单一 线性 变换 论 ( 第 三 汶 ) 的 主要 工具 。 为 
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羡 对 于 这 种 应 用 投 好 淮 备 ,这 里 从 计 蓄 --- 开 站 朗 将 叙述 这 个 概念 ， 
检 章 的 目的 在 答 向 最 空间 询 黄 定 基 人 川 . 要 计 论 的 主要 概念 
有 :其 : 线 性 相关 , 子 空间 , 商 空间 及 子 容 关 的 格 ， 
1. 抽 窜 向 最 空 间 “” 今 列 出 A 里 合成 的 性 盾 于 次 ,这 些 代数 
系 的 整个 理 散 都 可 由 此 年 册 : 
Al (xz 十 人 十 二 YY 二 fy 十 zx) 
A2 x 二 y=y+x, 
A3 有 一 个 元 束 0 存在 , 康 对 于 -一 切 * 有 x 十 0 二 x, 
A4 对 于 任意 向 党 x 有 一 个 向 量 一 + 存在 ,使 * 二 (一 *) 一 由 


Si ax 二 y) = ox + ay, 
52 {a t+ Px = mx + Bx. 
53 CoB)x = alBr). 
S4 lx = x, 


F 看 在 着 有 限 个 阅 量 a1, e:，*…, en, 使 拆 有 向 量 都 有 一 种 方法 ， 
莽 且 只 有 一 种 方法 写成 所 esi 十 ee 十 … 十 Een 的 形状 . 
s1，A2, S1 一 34 可 以 次 接 验 十 ， A3 可 由 观察 40, 0, :…,， 0) 
具有 上 所 需 的 性 质 而 得 起 明 ， A4 可 由 观 称 :如 果 x 一 (全 总 …， 
E): 则 可 了 到 一 x 二 《一 而 ,一 厨 ,， 一 名 ) 而 得 疼 明 。 间 起 下, 我 
们 到 cz 为 


(1) ei = (0, 0 ++, 0, 1, 0, ++.,0), i 二 12,"', 7, 
于 是 , :ei 的 第 ; 位 全 是 1， 而 其 余华 标 是 0、 因此 人 BE&iei 一 
1 


(EL 所， 基 果 = 一 (0J， 风 xx 可 写 
成 向 量 of 的 “入 性 焊 合 ” 写 &ie;。 这 个 头 了 对 还 指出 :如 果 莹 6rei 一 
Wei 网 { 让 
FCi 二 2, 7), 这 就 肯定 了 F 里 的 唯一 性 . 

性 质 A1 一 A4 谣 朋 ; A 只 在 加 糯 合成 下 是 交换 看 ， 性 质 $1 一 
34 是 用 AA 的 元 帮 乘 法 及 这 个 合 盛 与 加 法 合成 章 的 类 和 邓 的 性 盾 . 
性 搞 F 是 有 限 性 基本 条 件 ， 

令 用 这 些 性 盾 米 定义 一 个 抽象 向 星空 间 ， 抽 象 向 量 窄 间 是- 一 


二 


3 


个 代数 邓 ， 出 1) 一 个 次 换 区 所 (中 的 合成 施 作 十 ) , 2 一 个 队 
环 和 及 3) 对 于 所 有 二 维 组 (ps x) 定义 的 一 个 而 数 所 组 成 .这 里 
PE A x 外 ,而 这 个 疼 数 的 位 px & 皂 , 并 且 适 合 5S1 一 S4， 仿照 
维 组 的 几何 情形 , 我 个 把 偶 的 元 称 为 向 最 ,而 人 的 元 时 伍 糠 最 。 
在 讨 花 中, 通 党 重点 放 在 旬 上 ,内 此 就 用 不 很 严格 的 党 法 ,时 甸 做 
“ 除 环 .A 上 向 蚊 窒 同 ”” (严格 地 襄 , 扫 只 是 向 量 空间 的 华 的 部 
分 )。 如 果 于 其 沁 假设 外 ,下 也 成 立 , 我 们 说 旬 是 有 限 扒 的 , 或 名 
在 人 上 拥有 有 有 限 基 . 

出 Am, A 及 上 面 定义 的 乘法 px 所 构成 的 代数 条 是 有 限 维 向 
量 窑 闻 的 -个 例子 ， 下 而 我 全 将 要 叙述 环 葵 里 产生 向 量 实 半 的 : - 
个 情况 。 合 顺 是 带 恢 等 元 素 1 的 一 个 任意 环 , 并 且 假 融 服 含有 一 
个 除 环 人， 这 个 环 含有 1。 当 pE 和 4 而 x ER 时 ,我 们 取 环 的 积 
px 为 积 pr; 于 是, 51 一 3 是 乘法 的 分 配 律 与 结合 律 的 结果 , 升 且 
因为 A 的 恒 竺 元素 就 是 尔 的 剧 竺 元素 ,所 以 34 成立。 于 是 ,加 
法 者 及 除 环 A 及 乘法 px 构成 一 个 向 量 实 央 ， 这 个 空间 可 以 
是 有 限 维 的 , 也 可 以 不 是 有 限 纵 的， 例如 , 如 果 虽 是 复数 域 , 而 
入 是 实数 子 域 , 则 人 是 有 限 肉 的 ; 这 因为 任意 复数 可 惜 "向量 "1， 
V 一 1 有 一 种 广 潜 而 且 只 有 一 神志 法 因 威 上 二 pW 一 1 的 形状 。 这 
种 类 型 的 另 一 个 例子 是 有 二 A[X], 它 是 这 数 在 除 环 A 上 合 有 
超越 元 来 (不 定量 ) 2 的 多 项 式 环 ， 我 们 将 会 知道 ,这 个 向 量 空间 
不 是 有 限 维 的 (参看 习题 3 的 第 1 题 )， 间 样 ,我 们 可 把 多 项 式 环 
A[, ,ha] 看 作 一 个 信 上 向 量 座 玉 , 这 坚 思 是 代数 无 关 元 
来 (或 无 尖 不 定 基 )， 

向 量 空间 的 其 定 例 于 可 由 上 而 定义 的 各 个 窜 央 的 子 罕 其 得 
出 ， 分 和 是 和 上任 音 向 芋 室 间 ， 拓 且 全 是 蔓 的 一 个 子 集合 ， 
上 让 居 -- 个 子 华 ， 社 且 在 A 的 元 素 的 乘法 下 封 半 ,这 就 是 伟 ， 如 由 
y€6, 兰 有 全 p 是 和 里 任意 元 素 , 旭 py E55， 于 是 , 全, 和 及 滋 技 
py 橙 虑 的 代数 条 显然 是 一 个 向 量 松 间 ; 这 因为 91 一 34 在 咬 里 成 
立时 ,在 子 集 合 S 时 显然 也 成 走 ， 我 们 把 它 蛤 做 粮 定 向 量 空间 多 
的 一 个 子 签 问 ，、 间 且 也 不 严格 地 把 5 时 做 策 的 一 个 子 窒 间 ， 例 


+* 本 全 


碍 分 中 二 | 间 - 半日 全 全 是 实数 < 的 多 项 式 所 成 的 于 集 台 ， 
剧 易 见 马 起 一 个 于 实 半 , 因为 次 煌 <<n 的 任意 多 项 式 育 一 种 方法 
而 且 愉 有 一 种 方法 用 和 多项式 1,4，:…, 2”! 的 线性 粗 合 吉 出 ， 所 
以 总 是 育 限 共 的 . 


习 题 1 

1， 读 明 : 二 次 齐 次 多 项 式 筷 ) qhA(Qyj《 A) 的 全 体 马 是 A[ 加 ,和 ,er,4n] 的 
一 个 有 限 继 于 宰 间 . 和 

2. 右 向 是 空间 ”在 本 覃 开 妇 上 时， 我 们 已 指出 = 维 组 的 代数 条 
入 四 地 可 以 对 于 加 匡 及 用 范 基 右 匀 的 乘法 来 寻 花 , 这 就 引导 我 们 
来 定义 右 问 量 空 闻 的 松 念 ， 右 向 量 空 间 是 由 一 个 交换 池 员 ， 一 
个 除 环 和 A 及 二 维 组 (p, x 的 一 个 图 数 构 成 , 这 里 PE 各 
x RK', 开 个 图 数 的 值 x'p 和, 并且 活 合 


5'1 (xz ya=xgt+ yo. 
$2 (au 十 有 一 wa 十 2 有 
S3 * (CoB) = (x'a)B. 

S'4 对 于 上 所 有 x € 和 Rw 1 二 *, 


根据 这 个 定义 得 来 的 理 葵 显然 与 在 向量 窒 间 的 理论 是 平行 
前 ， 得 要 知道 ， 如 果 除 环 A 不 是 交换 环 , 副 A 上 大 间 量 实 亲 就 
不 能 看 作 一 -个 入 上 左 向 量 签 拓 ， 这 内 为 ,如 果 用 ax 代替 x'm, 基 
由 S3 得 

《ap0w = x tapB) 一 (zoom 有 一 有 ar) 
因此 要 S3:0p8e)zr 一 Blox') 上 成立, 只 能 对 于 一 切 * 有 
[CaB) 一 《Box = 0. 

由 这 个 千 果 及 S4 可 推出 ; a8 = Ba 对 于 所 有 a, 8B 成 立 ， 

男 一 方面 ,分 和 A 是 与 入 反问 构 的 一 个 除 环 ， 埋 且 分 a 
是 A 到 A 上 的 仔 音 反 同 构 ，。 和 如 果 员 -是 A 上 一 个 布 向 量 空间 ， 
出 扣 ' 可 看 作 和 A 上 一 个 在 疝 量 答 戎 ， 这 可 由 规定 wx' 就 量 xw 六 
得 出 。 此 时 ， 

CaB Yr = (Ba) x =x {Be) = Cx Pe = (Px) = olB*), 
+ 


故 能 适合 S3。 其 写法 出 出 可 直接 肯 证 ， 

3.o- 模 ”在 着 手 系 将 的 讨论 有 限 维 向 量 窗 铅 前 ， 我 们 要 季 知 
地 裔 扩充 为 模 来 阁 一 下 ,这 在 此 后 旺 极 有 用 的 .这 入 推广 是 在 和 定 
久 因 用 带 恒 等 元 素 的 任 蕊 环 6 代替 除 环 4 所 以 ;我 们 定 穴 一 
个 ( 左 ) o- 模 为 - -个 代数 条 :由 -一 个 变 忆 鲁 中 ， 一 个 带 尿 等 元 囊 的 
环 0 及 二 元 粗 (p, z) 的 一 个 画 数 构成 ， 这 里 eE 9, xE 及 .而 郑 数 
的 伟 px 员 , 着 且 活 各 51 一 S42， 册 这 个 定 多 显 见 向 量 窗 间 只 是 
一 个 A- 模 ,这 里 和 A 是 -一 个 除 环 . 

相向 量 空间 这 一 特殊 情形 外 ,下 面 叙述 o- 措 的 一 个 重要 例子 ; 
命中 是 《用 加 潜 合 成 的 ) 人 性 意 变 换 榴 .着 旦 合 。 是 整数 环 。 如 果 
x* 上 和 贷 , 而 wecun 我 们 定 光 

* 十 zx 十 -… 十 *x, 这 里 w>0, 有 wx 项 ; 
ot 一 0 , 这 里 一 0; 
i 一 (x 十 x 十 … :十 *), 辽 里 一 x > 0, 有 一 a 项 ， 

于 是 ,Sl 一 54 是 熟知 的 对 里 倍数 律 . 

我 们 也 知道 , 带 恒 等 元 素 的 性 瘟 环 0 可 看 作 -- 个 o- 模 ， 这 时 
肥 " 的 加 法 闪 海 但 的 部 分 中， 并 定义 ax(a € 0, x€ 抽 ) 为 环 的 积 . 
性 盾 Si 一 S4 是 敢 鞭 的 靖 合 律 , 分 配 律 及 愤 等 元 素 律 的 直接 竺 果 ， 

如 向 量 空间 情形 一 样 ， 如 果 模 员 的 子 第 人 台 后 悬 洪 的 一 个 子 
琶 ， 关 于 以 "的 随 音 元 素 所 作 的 乘法 是 封闭 的 ， 则 忆 次 定 一 个 子 
模 . 他 全 3 二 (x.) 是 筑 的 一 个 随 音 子 集 合 ,并 分 151 实 示 如 
(22 Era 十 Era, 十 …… 十 Emxar 
形式 的 和 的 全 体 ,这 里 捕 是 里 的 随 音 元素 ,而 *a, 是 5 里 的 随意 
元 素 、 我 们 断定 [5] 是 -- 个 子 模 ， 显 然 [5] 在 加 法 下 及 用 ， 的 元 
素 作 乘法 下 是 封 并 的 ， 我 们 也 易 知 (习题 2 的 第 1 题 ]: Dx 一 0 及 
(一 0x 二 一 x 企 任意 模 里 成 立 ， 且 可 拢 得 13] 含有 09 及 [$1 时 
任意 元 束 的 香 元 素 ， 帮 [上 是 及 的 一 个 子 模 。 我 个 还 知道 , [S$] 


1) 这 个 定义 与 通常 的 定义 稍 有 出 大 的 地 方 是 在 于 ;通常 定义 内 0 不必 带 恒 竺 元 来 ， 
而 只 假定 适合 $1 一 83。 上 由于 本 书 只 着 重 带 洗 密 等 苑 帝 的 环 ， 所 以 这 里 作 这 笠 
的 改变 ， 右 0- 模 显然 可 由 以 St 一 8 4 全 棕 31- 一 84 而 得 ， 


a 有 


含有 5 的 元 素 ye 二 1xa 逢 有 日生 里 舍 有 5 的 每 个 于 模 都 含有 [S] ， 
由 于 这 些 性 盾 , 我 们 说 : [5] 是 由 集合 8 生成 的 子 模 ， 

如 果 fs] = 负 , 妈 集 合 3 时 做 器 的 一 个 下 成 元 未 集 合 。 如果 
对 于 某 个 有 限 集合 S 一 (el ea easy 有 一 [ely ez yen]， 
则 坑 外 起 有 限 年 成 的 模 ， 如 果 有 一 个 生成 元 未 集合 8 存在 ,使 每 

* 有 -个 而 且 只 有 一 个 方法 写成 形状 之 5iea keas E59), 盎 和 是 
做 一个 站 由 入， 而 集合 3 叫做 - -个 基 因此 ,条 件 下 说 明 : 一 个 有 
限 准 向 基 宕 间 是 带 有 有 限 基 的 一 个 自 由 入- 模 . 

对 于 任意 的 nn, 容易 作出 带 有 » 个 基 元 素 的 一 个 自由 叶 模 ; 
宅 的 作 革 与 A 四 的 作法 相同 。 分 om 表示 +” 准 组 (€), 6 ,)》 
的 全 部 , 这 里 总 上 mm 加 法 及 用 0 的 元 素 作 的 乘法 都 与 前 面 的 定 
多 相同， 如 果 所 用 位 ) 来 定 习 ,由 也 象 A" 的 情形 ,可 以 看 御 这 些 
元 素 是 om) 的 一 个 基 , 

信 就 o- 模 人气 述 等 价 的 基本 笑 念 ， 合 叶 及 员 是 对 于 同一 个 环 

" 定 久 前 两 个 叶 模 。， 如 果 有 器 到 押 上 的 一 个 1 一 1 对 应 x 一 5 存 
在 ,使 
(3) x 二 y=7F+y, or or, 
则 静 全 与 乞 是 -局 构 的 ,或 仅 说 等 价 的 ， 关 此 , x 一 是 天 站 与 
贡 闫 -个 同 构 , 对 于 上 所 有 & 与 适合 咯 一 qx。 这样- 个 映照 叫 
做 一 个 o- 同 构 或 等 价 . 

如 时 * 二 于 mze;, 天 由 (3) 得 

X= Fae = Fae = Poe, 
所以 ,如 果 元 案 。; 下 贰 前 生成 元 壳 , 则 对 应 元 素 吉 是 搞 的 生成 元 
素 ， 如 时 工 oe; 一 王后 二 , 加 立 mer 二 工房 w。、 由 此 可 别 , 如 果 汝 
是 带 有 基 ei 的 一 个 自由 模 , 则 打 是 带 有 基色 的 由 由 模 。 光 些 葵 
壕 解 释 了 等 价 模 有 相同 性 质 的 一 般 原 理 ， 故 在 祭 葵 中 毋须 加 以 区 
好 . 

邻 玻 筑 及 光 是 黄 个 白 中 0o- 模 ,并 总 这 两 个 模 的 基 元 类 都 有 
个 ， 全 各 前 基 是 et ez; es 而 器 前 基因 ee BE， 如 
果 * 是 哮 的 任意 元 素 , 写 寺 x 二 王 训 ce， 着 把 它 与 珊 的 元 束 工 一 

a 


$2 对 应 起 米 ， 因为 ei; 政 到 都 是 基 ， 所 以 这 个 对 应 是 滴 到 | 
次 上 的 1 一 1 对应。 此 外 , 如 兴 y 二 于 ei， 则 了 = 无妨 由 于 
:十 ?三 世人 (6 十 )e;, 破 
ty = E+ ne = Téa t+ Ee Fy 
mt = Tati)e: = aEéts = or, 

所 以 , 中 与 叶 等 价 . -这 亦 明 了 下 而 的 定理 . 

定理 1 有 = 小 熙 元 紊 的 在 意 了 个 自由 0" 模 是 答 失 的. 

特 虹 是 ,我 们 知道 ,有 # 个 基 元 案 的 性 意 有 限 纵 向 量 空间 等 价 
邓 = 维 组 的 空间 4A 二， 小 证 明了 前 面 府 有 断言 : 有 限 礁 向 基 空 前 的 
研究 与 具体 代数 系 和 A 中 的 研究 是 等 价 的 


因明 2 


1， 禾 明 下 列 关 于 任意 5- 模 的 法 则 ;了 DD 80 = 二 0, 写 罗 一 划一 一 BY 0r 一 10, 
和 [一 ar = A. 

2. 王 阴 : 如果 0- 慌 的 性 党 子 集合 关于 如 法 及 用 0 的 元 未 作 的 深 法 持 闭 , 则 这 个 子 
集合 是 一 个 于 视 . 

3. 施 明 : 如 昌 息 是 一 个 耐量 空间 , 则 ox 二 上 必须 并 二 0 或 + 二. 


4, 赦 性 相关 。 从 现在 起 , 除非 嚼 作 声 明 处 , 筑 总 是 宕 示 带 有 
基 osy ea mm 的 全 上 一 个 有 限 蕉 向 量 空 间 。 我 个 易 知 , 负 的 
基 不 是 唯一 决定 的 ， 例如 ，el 十 ezy ea 23，''' en 是 六 一 个 基 ， 
并且 如 果 a 夫 0D, 则 aeiy ezy ;en 也是 一 个 基 . 下 一 节 我 们 破 
证 的 一 个 基本 定理 是 :任意 一 个 基 里 向 量 的 个 数 都 相同 。 上 纪 以 个 
数 ” 基 不 变 的 , 我 们 时 蕊 做 全 上 入 前 维 数 。 为 着 葵 这 个 定 诅 的 
证 明 作 出 必要 前 准备 , 今 来 时 论 辣 量 的 税 性 相关 这 一 个 基本 概念 

如 果 5 是 向 量 的 一 个 集合 , 而 向 量 x€ [3] ， 我们 说 3 巧 线 性 
依 操 于 5， 这 等 价 于 瑶 : 人 时 有 泛 宜 的 侣 与 5 里 有 泛 宜 的 x 使 


x 二 > 名 xj。 这 征明 了 下 列 黎 性 相关 的 显著 性 赂 中 的 第 -~ 个 : 
1 
1 如 果 * 是 各 性 依 晤 于 $， 旭 x* 是 对 于 5 的 一 个 有 限 子 集合 线性 


1) 模 花 的 较 完 备 往 迹 , 息 本 书 第 一 泡 的 第 六 章 ， 但 这 里 的 时 诅 适 合 于 当 脑 的 自 
的 。 


+ 8 * 


相 美 的 ， x 是 线性 侠 末 于 保 台 3 = (3) 如 果 x 是 嫉 性 依 朝 
于 5, 而 工 是 含有 5 的 一 个 集合 , 即 xz 是 态 性 依 融 于 了 了; 4) 如 果 
是 粮 尾 俯 巾 于 S, 并 且 每 个 x。&€ 5 是 线性 依 顿 于 集训 了 , 旭 * 是 烤 
性 依 束 于 Y. 

和 姬 末 对 于 问 草 2 ga Xm 在 全 里 有 不 全 为 9 的 Bi 存在 
全 Bs 十 porz 十 … + Borm = 0, 则 瑶 2，2a 2 是 罚 己 相 
甘 的 。 因 为 Bx 三 0 的 充 要 条 件 是 8 三 0 或 * = 0, 及 以 由 单独 一 
个 向 量 * 徇 成 的 集合 是 友 性 相关 的 充 要 条件 是 x 一 0. 如 果 mm>0， 
而 是 荆 性 相关 的 ， 央 可 疏 柄 其 中 一 全 系 斤 ， 辟 如 及 夭 0 于 
臣 ， 


m1 
tm = Bi! > Bri= EC—Bal)Bi, 


因而 xm 基线 性 舍 台 于 (x1 如， xm_1)， 皮 过 来 ,如 果 zs 是 疮 
性 依赖 于 (xi, xz， x*m-1)， 央 向 量 x ea ,xm 是 简 性 相关 
的 ， 融 合 有 一 个 以 上 向 量 的 集合 是 科 性 相关 的 集合 必须 而 且 只 须 
第 合 里 有 一 个 向 量 是 烤 性 依 地 于 其 余 向 量 ， 如 果 7 所 mwm， 并 且 
#1 3 十 一 个 黎 性 相关 的 集合， 且 二 …，xm 也 是 一 个 入 性 


相关 前 集合 ， 这 畔 为 ,如 果 之 x; 一 0， 则 在 取 及 :一 一 
1 


有 一 0 时， 也 育 了 Bixj = 0, 
1 


如 果 #4 ，，…, %m 不 是 线性 相关 的 , 朋 训 这些 向 量 是 税 性 无 关 
的 。 关于 重 乌 相关 的 集合 的 最 后 一 个 性 盾 可 用 下 列 形 式 来 手 述 : 
线性 无 关 的 柴 合 的 任 章 非 空子 集合 荐 一 个 郴 性 无 美的 梨 合 ， 特 别 
是 ,在 一 个 如 性 无关 的 集合 里 每 个 向 量 必 菠 天 0. 

下 更 性 盾 是 称 祖 用 到 的 ,所 以 就 作为 引 理 ， 

引 理 1。 如 及 N19 3) "9 Wm 是 殉 性 无 时 的 ， 而 #2 
xm mtt 是 态 性 丰 关 的 , 则 xm 是 强 性 依 环 于 x1， …，xm。 

证 因 汶 Bx 十 Bi 十 十 Burn 十 Banxmyi 汪 ;其 中 一 
定 有 些 Bi 沽 0， 如 昌 Bi 二 0， 就 推 得 xi,，…, xn 是 线性 相关 


| 


的 ;这 与 仍 训 了 矛 后 ， 四 有 此 BohH 天 0。 我 们 本 就 x6+i 解 出 ,而 得 用 
xs Xm 表达 的 式 子 . 

我 们 还 需 诅 下 剂 前 引 班 ， 

引 理 2， 令 xyota "xm 是 加 六 1 个 向 量 的 集合， 剖 革 是 


x = x = ,2 1), rx 二 pri. 
则 x1， azm 是 研 性 相关 的 必须 而 且 只 须 zi 三 ,zs 是 线性 
相 类 的 . 
放 ”和 狠 定 x 是 绚 性 无 关 的 ， 并 且 会 B 是 入 的 元 素 能 使 
二 Bia; = 0。 于 是 ， 
Bi 十 Br 十 十 用-izni 十 有 ofxn 十 pxn 
一 (8 十 Bplri 十 Bo 十 十 有 rw 一 0 
由 此 得 遇 十 Bp = 及 一 三 有 三 0, 亦 郎 听 有 及 =0。 这 姓 明 
了 阅 是 粮 性 无 关 的 ， 反 过 素 , 因 为 mr 一 xi(i = 1 2 入 一 1)， 
而 xm 二 xm 一 pxi: 所 以 , 这 了 商 个 向 量 集 合 关 的 关系 是 一 种 对 称 关 
对 :因此 可 知 ;如 采 x; 是 线性 无 闫 的 , 剧 xi 也 是 辜 性 无 关 的 . 

我 们 忌 然 可 把 这 个 引 理 推广 ,而 普 晤 : 如 果 两 个 集合 x1, 1， 
pr 2 
,9 , 旭 这 两 个 依 合 莉 是 相关 的 集合 ,或 都 是 无 关 的 集合; 这 因 
为 。 我 个 可 从 第 一 个 傈 台 各 过 一 邓 列 引 理 2 型 的 代 换 而 得 出 第 二 
个 集合 . 

现在 师 到 讨 询 向 量 空间 理论 的 一 个 基本 和 铺 果 .: 

定理 2 如果 筑 有 一 起 站 个 向 量 的 基 , 则 筑 果 在 膏 六 十 1 个 
向 量 是 线性 构 制 的 . 

证 ”我 个 对 于 # 施行 归 灿 法 证 明 ， 介 @; 6 pe 是 各 
的 一 个 起 ， 大 且 会 x, za #sti 应 里 向 最， 当 w 二 1 时 ， 
Xi 二 oats %a 一 ge1; 因此 ,或 是 二 0, 下 是 x 二 ma7 ww， 所 以 ， 
定理 或 二 .他 谎 这 个 定 惠 对 于 机 于 一 工 个 向量 为 基 的 空间 已 经 证 
宾 ， 恨 定 zy za …，2astl 基 训 性 大 关 的 ,对 全 


» 10 ， 


二 Ts el 十 本 3 十 十 ln 
和 2 Ra 十 wazea 十 下 nen 


(4) 


Katl Fadel 十 Gafl3ez 十 十 Ontines 

是 各 个 * 尖 过 基 的 表达 式 ， 我 个 可 很 定 和 天 0; 于 是 ,可 假定 mi 
中 有 一 个 天 0, 敬 如 衣 , ois 天 0。 怖 集合 坟 , x wntl 是 -一 个 
妨 性 泡 基 的 从 合 , 这 里 x 二 xi 而 x 二 x 一 awm(f 之 1)， 由 
时 得 和 23 x5+t 寻 黎 人 竹 无 美的 、 但 由 (由 知 ,这 些 x 不合 有 
eo; 尔 妈 xj 和 1e1, 01， en]， 因为 ai 过 一 1) 构 成 总 
的 -一 个 基 , 这 与 归 稍 祛 假 级 了 矛盾， 这 就 完成 了 定理 的 诸 明 . 

注音 由 因为 向 晤 的 禾 性 无 美的 集合 的 仔 意 非 袜 子 集 谷 屋 -一 
个 硬性 无 关 的 集合 , 玻 白 定理 2 显然 可 推 得 ,加 有 -- 租 ”个 向 量 的 
基 的 宗 间 里 ,任意 * > # 个 同 量 是 各 性 相关 的 . 

2) 分 5 旦 向 量 的 集合 ， 芽 且 全 xy xzay :xy 是 3 里 线性 无 
关 向 量 ， 肥 或 每 个 集合 (x4, va … xz) 是 线性 相关 的 ， 这 里 
x € 5, 或 存在 一 个 Et] ES 使 {x Ta “ss tot 二 各 性 无 关 的 、 同 
理 或 每 个 集合 (wm ，x*a。，……… ，xrtly zx) 是 条 性 相关 的 ， 这 里 es， 
或 存在 一 个 zx.2E5S 使 (wi ra ;xrral 是 线性 无 关 的 。 这 样 进 
行 有 限 交 后， 得 到 5 的 一 个 硬性 无 美的 集合 CY, za tm)， 
《riE3) ,使 § 的 任 窟 更 大 些 的 子 集合 基线 性 相关 的 。 所 以 , 向 最 
的 集合 3 的 任意 重 性 无 基 的 子 现 合 可 岂 入 35 的 一 个 最 大 嫉 性 无 关 
防 子 集 台 里 , 

3) 定理 2 的 证 法 可 用 以 检验 答 定 的 有 限 集合 el fa， Xn 
的 线性 相关 ， 如 果 一 0, 则 集合 一 定 是 相 鞠 的， 否则 ,我 侦 可 用 
x 个 集合 ,这 时 x 辟 如 说 含有 ce,,; 而 其 余 x 就 
温 有 含 背 宅 ， 由 时 第 一 个 能 合 是 悉 性 无 关 的 必须 而 已 只 有 续 原 来 集 
合 是 粮 性 匹 关 #4 。 至 此 ,我 全 容易 知道 ,因为 z 含有 ec 而 大 说 
有 念 着 它 , 扩 内 xy ec xn 基 稳 性 无 甘 的 必须 而 且 内 镇 x2, x*)， 
x 美的 ， 这 样 就 把 问题 当知 漳 在 带 有 # 一 1 个 语 
量 的 菇 的 空间 里 检验 mw 一 1 个 向 量 的 线性 相关 交 且 题 陪 . 


性 题 3 


1， 采 别 : 合 入 的 过 凋 东 人 成 的 向 基 罕 于 昌 无 你 维 的 。 

2 和 穴 豆 下 列 才 全 "的 经 必 机 站 : 
(a) (2, 一 了 ,2 =3), CC—1, -3,3, 1, {1,1, 1,,(C—1,1,n,1)' 
(9) 02, ~3,0,4), (6, —7, —4,10), C0, —1,2, D): 
fc C1 1, 1, DD), Cl,2,3,4), (1,4,9,16), C1, 3, 27, 64), 


3 艇 骨 : 向 晤 吉 二 aiiey (i 二 1 2,.…， mm) 是 入 恬 相 关 的 必须 遇 且 以 须 杀 
f=1 


性 专 鹅 类 
jo 十 i 中、 士 吉 mtrrl 一 个， 
Ef 


(5) 


Eats 十 Sian TF Smitmn = 0 

有 有 一 个 非 梧 堆 解 ( 富 1, $3， ' Sm) 一 CB, Bs, 月 nm) 半 (0,0,，…", 人 中。 应 用 
这 个 精 旱 证明: 对 数 Q;， 是 和 作 除名 和 里 的 芷 营 接 性 方程 粗 上 后 ) 在 各 里 育 一 个 非 全 省 
解 ， 恨 定 财 知 数 的 个 阁 吉 比方 程 的 个 数 和 多 使 用 古 向 晤 空间 可 蚊 “ 右 手 " 入 性 方 裕 
新 qn; 一 0 证明 类 呈 的 糙 果 )， 

5. 条 数 的 不 变性 ”如 黑 (内 ”是 除 环 A 上 向 量 袜 闻 胃 和 向 
基 的 一 个 集合 ， 而 筑 里 每 个 向量 x 可 由 (及 里 的 适宜 天 及 和 公里 
适宜 的 总 案 达 为 形式 工 记 期 (办 时 做 条 的 一 个 第 成 元 染 和 集合. 
如 果 = er， :en 是 一 个 基 ;, 则 这 些 元 素 基 步 成 元 素 ; 而 且 生 和 何 
是 研 性 无 关 的 ,这 因为 ,如 果 芯 B:e= 二 09, 剧 

Bier 十 Be 十 … 二 有 ee 一 0cl 十 0c 十 :十 Den 

由 表示 的 唯一 性 知 B; 二 0。 反 过 来 ,任意 有 限 的 生成 元 素 集 仓 
(Ch 五， 人 们 是 简 性 无 关 时 ， 构 成 一 个 基 ， 这 样 ， 如 果 
二 一 0 一 0 而 
二 wi 二 12, 9)， 玻 由 定理 2 知 ,在任 意 基 天, 二， ， 
fm 里 向 量 的 个 数 m 不 能 超过 ws、 把 e 与 1 对 调 , 得 n 专 mq， 因 
此 , za 一 m， 这 莱 明 了 下 列 的 基 杰 定 于 

定理 3， 跑 的 人 在意 攻 含有 于 小 向 量 ， 

一 个 基 里 元 到 的 个 数 * 肇 是 唯一 决定 的 ， 我 们 时 这 个 数 为 仿 
上 上策 的 维 数 . 

我 们 已 知 ,如 果 毅 与 策 是 等 价 的 自由 呈 滥 , 草 各 的 任意 胡 1， 
et en 葵 出 贡 的 一 个 基 吾 , 巴 ;……, 书 ， 所 以 ,等 价 的 向 量 实 


mw 3 *» 


晤 有 同一 级 数 ， 特别 是 ,如 暴 头 出 沁 蝴 和 与 Am 未 是 系 
价 的 ， 

其 欢 , 我 全 刘 括 下面 的 定理 ， 

定理 4 入 素 天 ,及 ， “上 六 总 社 无 天 向量, 别 我 们 可 从 基 
e110239 "gen 时 选 出 # 一 rf 个 向 量 补充 到 这 些 向 董 中 类 ,而 得 一 
不 基 . . 

施 就 傈 合 (i, 无， 方 ) e139 eay er] 来 以 ， 我们 可 在 
其 中 渴 则 含有 关 的 一 个 最 天 线性 无 关 的 拟 合 人 六 大 
ee 如 果 措 任 合 一 个 < 添 忆 这 个 集合 中 尖 , 就 得 一 
个 线性 相关 的 集合 ， 辫 由 5 的 引 理 1 知 ， 每 个 sa/ 基 对 于 集合 
(Ch 性 相关 的 。 所 以 ,任意 +* 是 对 于 这 个 
集合 如 往 由 关 的 ,而 这 个 集合 是 一 个 基 . 

所 扩充 的 。 的 个 数 是 x 一 r， 特 别 是 ,我 何 知道 ,如 果 +=、 
妈 太 构成 一 个 革 . 

光 赦 向 量 天 ,fm 是 生成 元 素 ， 我 何 由 这 个 梨 人 台 里 选 
取 一 个 最 大 线性 无 关 的 予 集合 ， 堵 且 假 定向 量 的 记 法 会 使 这 个 子 
黎 合 里 的 问 量 是 广 , 户 :大 ,于 是 ,对 于 任 章 的 1 人， 疡 ， 于， 
户 ) 是 粳 性 相关 的 和 集合， 所 以 是 线性 依赖 于 天 亡 ,… ,所 , 因此 
每 个 * 他 是 这 样 。 玖 这 个 子 集合 是 一 个 基 ; 由 定理 3 知 ,， + 一 ”。 
丰 知 ， 生成 元 素 的 任意 集合 至 少 含有 = 个 元 案 ， 六 巧合 育 检 成 一 个 


和 


污 的 * 个 于 琳 区 地 集 合 . 


狠 盏 4 

1. 如 六 j= 2 0， 求 向 量 为 及 记 健 族 , 思 , 二， 
a 档 成 一 个 些 . 

2. 让 下列 向 量 集 合 有 岂 求 一 个 最 六 线性 元 关 的 也 集合 : (2, 一 3 0, 4), (—1,¥, 
0b, —2)， Ci， 一 0), (6,—7,8, 87). 

3. 今 入 是 一- 个 可 除 环 ,证 明 ; 任意 有 限 些 成 的 各 - 屋 基 一 个 有 限 炊 向 入 村 间 ， 

6. 基 及 阵 ”在 日 前 讨论 向 其 的 有 限 和 集合 里 ， 这 些 向 量 的 次 序 

也 看 作 重 要 的 ;所 以 我 们 考虑 有 序 集 合 。 特 踢 是 基 eye: on 
主攻 2; en er 出 的 区 别 ， 这 里 站 ,PP ,是 1,2， 
下 的 一 个 排 药 ， 舍 et ea ye 十 一 个 特殊 有 序 集 合 ， 它 构 成 


~ li" 


一 个 大， 孝 全 (oo yz) 是 任意 向量 的 -一 个 有 序 梨 合 、 命 
二 元素 oy 是 唯一 决定 的 。 于 
1 


Cn Kz "*" Rin 


{6} (a) 一 aL zz "Con 


本 

由 有 序 秆 全 (xi，x*a， 2) 及 有 序 基 (e1，e2， en) 肉 一 决 
定 ， 这 个 障 我 俩 时 做 C(x，#%， 5) 关 于 《ee ea) 的 
阵 , 
”这 里 希 放 引用 关于 障 柔 法 的 基本 动作 ?， 全 (a) 是 元 素 在 和 
里 的 一 个 ~ X 二 陆 (7 行 ,7 烈 ). 与 前 面 一 样 ,我们 以 os 表示 在 
第 宇 行 与 第 了 烈 变 点 处 ( 亦 部 上 全 ,六 -位 苇 ) 的 元 素 ， 司 样 ,会 中 是 
一 个 x X m 了 滞 ， 定 鲁 元 来 Bx 在 从 里， 我 们 定义 积 (Cw) (月 是 
"XX 才 阵 ;, 写 的 ,如 - 位 革 前 元 素 是 
(7) git = dBir + oiaBar 十 十 minBaa. 
如 果 (y) 是 元 素 在 入 里 的 一 个 mw X yg 障 ， 到 积 f(a)CB)] (YD 与 
(oy[CB)CY)] 定义 为 x X 9 阵 ， 守 鸽 的 上 ， 门 -位 去 的 元 素 顺 序 为 

之 (uuBia)yrn, TZ oi(Breran), 


72. 
故 得 车 合 律 [CoCB)1CY) = CO)[(P)CY2]. 
如 时 限制 于 一 定 大 小 的 方 阵 , 例 如 # Xx = 卫 , 则 积 仍然 是 同 娄 
型 谣 了 淹 ， 央 为 燥 台 律 成 立 , 廓 以 这 禹 阵 的 邓 休 和 ;是 一 个 牢 司 ， 我 
们 还 易 知 , 自 


0 让 
是 As 里 的 恒 等 元 素 ， 宅 对 于 所 有 (mw) € 4 适合 (a)! 二 (0) 一 


1 雯 着 本 书 第 一 郊 的 第 一 章 中 的 请 4， 
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1fw)，。 区 二 一 企 健 (ea 如 果 存 在 一 全 CB) 使 (ma} (8)= 二 1= 
【8)fo， 则 照 守 等 的 通 例 巴 《e) 做 -- :个 单位 , 这 些 奋 纠 时 做 和 A， 
里 的 误 秩 陈 或 正则 阵 . 我 们 县 奸 : 带 有 一 个 恒 竺 元 环 的 任意 生 焉 
的 单位 的 至 部 成 一 一 个 硬 吕 特别 是 , 满 秩 阵 的 全 休 L(A 和, zz) 关于 
乘法 是 一 个 擎 ， 给 世 与 尾音 春 一 样 , (ea) 的 道 阳 《8) 是 唯一 决定 
的 , 笠 且 搂 通 例 记 作 (8) = (a) 

现在 品 到 有 恨 维 向 草 空 前 的 讨 芥 . 分 (ej， es;，**"，exn) 与 
(fi 下; 所 ) 是 和信 上 向 量 实 间 R 的 两 个 有 有 序 基 ,天 且 与 前 比 一 
样 , 侣 (a) 是 ( 方 ) 关于 (ei) 的 随 。 次 会 (gi 后, ''， kr) 是 第 三 
个 育 序 基 , 并 合 


BB 四 Bsn 
是 {gy Ray "3 Eee) 关于 Cfis ts; "T+, fr) 的 库 ， 章 有 = ZBafr, 
因为 大 三 匡 oxiti sy 故 


gi = Batt = DD, Buonie: = PD) ie 
下 [| Fk 
这 里 Yi 三 > [2 这 证 朋 ; Cg, Mi gn) 美 于 te 1, 
k 


,es) 的 健 是 《8) 与 (a) 的 积 (B)Ca)， 在 特殊 情形 ,如 果 gi = 
三 6) 居 (B)(e) 是 (et ez es) 关于 (eis, ez， ' ,en2 的 陈 ， 
因为 e; = e;， 显然 这 个 阵 必 须 是 怪 等 阵 1。 所 以 ，{B)(e) = 1， 
把 (ely ez en) 与 大, 太 加 对 讽 ， 又 得 〈o 48) 一 1， 
这 就 就 明了 

定理 5. 任 章 有 有 序 基 ( 请 , 六; 如) 关于 有 序 藻 (ely ez) 
en) 的 隆 是 薄 禾 第 . 

反 过 来 ， 会 (x) 是 L(A, 9) 的 一 个 元 素 ， 全 (8B) = (a) 
定 文 二 三 Zizej, 关 可 源 定 (fh, 广 ,………;fo) 是 全 上 各 的 一 个 基 . 


1) 便 杂 , 涛 署 本 书 第 一 稚 的 弟 一 章 中 的 $7。 
a 3 所 


于 是 ,元 素 

C8) 之 Bufi = 之 Prayery 一 之 可 ie 

这 里 到; 是 克 伦 肉 克 (Kronecker) 的 3 ,就 是 说 :如 果 丰 头 关 区 有 一 
0, 而 大 二 7， 天 b 二 1， 朴 之 Bwfi 二 et， 而 et 是 对 于 瑟 ， 


… ;所 移 性 相关 的 。 于 是 ,每 个 * 对 于 了 于 是 线性 相关 的 。 因此 ， 
卢 是 生成 元 素 ; 又 因为 屯 们 的 个 数 是 m, 故 证 们 构成 一 个 基 . 

于 是 ， 在 Aw 里 的 不 同 有 序 基 与 单位 钵 建 立 一 个 1 一 1 对 应 . 
如 果 (cy es，，… es) 是 一 个 特殊 有 序 基 ， 则 每 个 有 序 基 可 从 和 A。 
中 取 一 个 单位 (中 拉 且 定 义 拓 二 > aijef 而 得 出 ， 


i 

在 右 向 晶 罕 间 情 形 , 显 然 不 难 把 上 面 辕 果 复 制 而 得 我 们 只 
须 在 右 罕 间 倍 确定 C(x, 22 Xr) 关于 基 (ee ea) 的 
障 的 定义 。 这 可 由 写 下 二 瑟 ej, 着 且 定义 C4) :x*/) 
关于 (ei, 62,"…'， en) 的 障 为 (a) 就 行 了 。 于 是 , 此 时 的 阵 是 出 
现 于 方程 妇 二 之 eioi; 的 隙 的 押 转 2 与 前 此 一 样 ,我 们 在 不 同 
的 有 序 基 与 工 (A，z) 的 元 业 间 得 出 一 个 1 一 1 对 应 . 

敢 题 5 


1. 误 明 ”如 昌 (Qi Gn 人， 
是 [这 ) 粮 性 元 美的 , 则 存在 有 azifr 一 了 十 1 二 1， 2 1) 司 (G) 一 《27) 是 
一 个 单位 。 
2, 全 & 基 合 有 9 个 元 煤 的 一 个 有 限 除 环 ， 证 明 : 操 * 里 单 基 的 个 数量 
Ne Cen — 1) (gn — q)lat ~ ql). 
7. 降 诡 工 的 应 用 。 人 入, 里 基 与 单位 尖 的 对 应 使 我 全 能 够 把 已 
得 的 结果 用 到 基 上 面 ， 以 得 出 关于 元 素 在 除 环 里 的 阵 的 简单 而 
有 音义 的 定理 ， 我 们 先 寻 下 面 的 定理 , 
定理 6 如果 ka) 及 (9 EAs 站 上 且 CB)(a) 二 1T， 则 也 有 
atB) 一 1 而 (o) 与 (8) 都 和 FE(A #9), 
站 “如果 (B)(o) = 1 方程 (8) 指 出 :在 户 一 避 are 时， 


1) 阵 【ci 的 摇 鱼 妹 是 底 样 的 硅 , 它 的 (六 站 -位 这 的 元 内 及 Gj 


> 习 看 


是 对 和 于 了 楼 性 相关 的 ， 于 是 ,上 画 的 得 三 指 册 : f 构成 一 个 其 ， 所 
避 ，( es 229; en) 的 隧 C0) 是 -个 单位 。 
因为 诞 阵 是 叭 一 前 ,所 以 (8B) = Ca) 

定理 ? 如 果 ( 轨 不 是 人 .里 一 个 市 (《 杰 ) 堆 因子 ， 央 
Cay ELCA, pn), 

证 ”我们 要 证 的 是 ; 向 量 广 二 > eijel 构成 一 个 基 ; 而 由 定 


理 4 知 , 竹 明 1 都 是 线性 无 关 的 就 驶 了 ， 所 以 , 假定 互 p 六 = 0， 
于 是 得 之 Bioriel 一 4， 从 而 和 之 Bo = 0(j 一 1 2 0， 
所 以 ,如 时 


B 应、 B, 
(B=1 
.00.0 


其 tA)Ca) 二 0。 但 (ao) 不 是 右 需 因子 , 鼓 知 (有 ) = 0; 从 而 每 个 
Bi 一 0， 这 就 脖 肯 天 是 克 性 无 美的 ; 井 且 关于 (ma) 不 是 右 远 因子 这 
一 情形 掏 证 明 就 完成 了 ， 半 于 (a) 不 是 在 零 因 子 这 一 情形 的 计 朋 
可 由 使 用 右 向 量 空间 依 同 样 方 法 得 出 ， 几 明 的 翻 节 让 讲 少 来 做 

其 欢 是 ,我 们 要 获得 草 工 A ,mn 的 生成 元 素 的 和 集合。 试 考察 
下 型 各 形状 的 障 : 


好 
1 : 
1 
TB 1 
| 1 
p 
1 : | 
1 » 
Dply) = 了 7 下 0 
1 
| | 1 
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1 
1 
0 ， 1 如 
1 
Ppy 三 = “ » : 
1 
上 0 党 
了 
1 


这 里 没有 和 写 出 的 元 来 都 是 0。 这 些 障 顺 序 叶 做 1 I 及 II 型 初等 
陈 ， 写 们 都 属于 LCA, #); 这 因为 ，TrafpB) 二 Tc 一 月 )， 
De(y) 二 Do(Y ,PN = Por， 现在 来 姨 下 这 的 定理 
定理 8， L(A, n) 里 任意 牌 (we) 基 初 奈 借 的 策 . 
证 首先 我 们 看 到 ,如 果 (办 , 大, 户 ) 是 有 序 基 ; 列 于 到 各 
集合 也 是 有 序 基 : 
fis fs fp i , foris ~ *» fs), fF = ftPis, ¢ pp; 
(Cf., fay "fos 1， forts -* ,fa), fo = yfe; 7 0! 
Ch, "7 fps fo, for1, fn fs ars fn) fe = f=. 
肯 济 ,这 些 莫 关于 ( 矿 , 记 ， … 态 ) 的 硬是 工 开 或 了 型 初等 际 . 
分 会 (0) 是 工 (Am) 电 任 音 孙 ,着 且 定义 所 二 uafejy 这 


里 e; 构成 # 纵向 量 空间 驳 一 个 基 , 央 ( 志 ; 无 ,， 轴 )》 是 一 个 有 序 
基 ， 我 们 要 永 册 :能 够 从 这 个 基 径 过 一 系列 上 面 指出 的 各 型 “初等 
代 换 ”而 达到 基 (ei, oeay，。 如 时 # 二 1, 就 无 镇 证 明了 ;所 
以 我 们 可 假设 这 个 定 现 在 a 一 1 约 问 量 空 间 是 成 立 和 的， 因为 所 有 
f; 不 能 胡 属 于 [ei, ee] ,下 有 一 个 oi 天 0， 辟 如 咀 是 orp, 
拒 五 与 四 互 换 , 得 到 直 ( 玉 让， ;jpt1，"…'; 各) 这 里 
五 用 e; 来 表达 时 , el 的 天 数 是 非 辟 的、 接 首 用 娘 一 户 十 Bh 代 换 
;这 里 进取 局 并 € Te;, 3 eaj] 。 特此 类 推 , 既 过 . -和 姑 到 的 
初等 代 换 得 本 基 Cf 他, 六 ,六 ), 巡 和 六 Efess er" en), 
因为 阿古 其 ,六 ,站 是 禄 性 无 关 的 , 玻 构 成 [ea ey, "es] 的 
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一 个 基 .。 于 是 ,由 归 畏 基 假 改 知 ,我 们 可 通过 有 限 鼠 初等 代 换 达 潭 
基 fpy ez) ey yeo)。 然后 .我 们 得 出 (fi ， C29 C4 en) ;这 里 
好 一 万 十 pez 不 含 着 e。。 该 样 么 过 有 际 次 人 的 后 得 出 (ya1、 62， 

tx) ;出 此 就 导出 (ei 83， ,er)， 党 千 上 面 的 证 有 明 可 见 : 基 
{fi, 有 jf ) 关于 荒 {el, ey """y ex) 的 阵 {oy 是 楼 过 一 承 齐 
的 基 所 对 应 的 障 的 积 ;而 这 些 阵 都 是 初等 耻 , 故 定 埋 碟 立 ， 


留 业 。 
1. 把 下 曾 的 阵 写 诺 利 等 陈 的 积 : 


2 一 1 1 -lI 
一 于 一 3 1 1 
2 3 -1 op 
一 3 一 1 0 1 


Pp = J oe 9 
把 这 个 精 果 推广 , 鞭 应 用 推广 的 灶 果 填 明 : 及 人 [ 泊 寞 等 彼 就 是 够 生 咸 LCA, ). 
a. 吾 明 :如 果 6 尖 0, 则 | 0 上 是 理科 等 了 的 积 ， 由 此 姓 明 : (和 ,8) 里 


2、 瞪 鞍 : 


8" 
在 痢 降 可 每 成 (B)De(y) ,这 时 (8) 是 I 型 并 等 本 的 积 , 而 De(y) 是 上 面 宅 叉 过 的 阶 、 

8. 向 重 集 合 的 黎 , 行列 式 牧 ”全 5 = (ro 是 问 量 空 新 各 的 一 
个 任 童子 集合 ， 并 全 [3] 表示 由 5 生成 的 子 空间 ， 如果 (zl 加， 
… 3xr) 是 由 梨 合 3 里 选取 的 最 大 线性 无 关 癌 量 的 集合 , 于 是 [3] 
里 向 量 显 对 于 x; 克 性 相关 的 ， 所 以 (zu za :zxr) 是 [3] 的 一 
个 基 ,， 悉数 不 变性 的 定理 指 由 :+ 是 由 3 唯一 决定 的 , 亦 序 和 集合 8 
前 性 意 两 个 最 大 颖 性 无 关 十 集合 有 相同 前 间 量 个 数 ; 这 数目 是 谈 
集合 3 的 铁 。 穆 ” 必然 所 mn; 而 > 一 的 充 要 条 件 是 15] = 只 
这 些 县 明 特别 指出 : 如 果 5 = & 是 一 个 子 罕 间 , 则 与 二 15] 是 有 
限 礁 的 ,其 维 数 所 n :而且 只 有 后。 人 筑 时 后 的 蕉 数 一 a 

邻 应 用 向 量 集合 娩 秩 的 概念 来 研究 元 素 在 除 环 “ 里 的 阵 . 
分 (a) 是 元 素 在 A 县 的 任意 + Xn 障 ,车 且 合 (ei, es em) 
是 锡 的 一 个 任 音 有 有 序 基 ， 引 大 搞 的 行 向量 x 一 之 awei(i 二 1， 


i=1 


2，'…，r) ,并 定义 (a) 的 行 秩 是 集合 (x1, zx) 的 穆 。 于 
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是 - 虽 沈 取款 同 的 基 , 和 车 果 总 旦 相同 。 这 因为 ,如 果 ( 轧 ， 户 ， ,fn) 
是 贡 { 或 其 他 > 维 空 间 ) 的 另 一 个 基 , 且 鼎 昭和;e; 一 5 是 一 
种 等 价 ， 宅 把 x; 也 昭 到 yi 二 > ofi, 所 以 ， [x1, 区 2 #r] 的 


维 数 等 子 [yy3，… ,yr] 的 蕉 数 . 
仿 此 :我 们 可 定义 (o]) 丰 列 秩 ， 玫 时 ,我 个 引 及 带 有 基 (61, 6， 
…，e7) 的 "六 有 向 量 袍 间 %， 于 是 我 们 定义 (a) 的 列 秩 是 第 合 
(4, 必 ， 鸭 ) 的 牧 , 这 里 性 一 于 cyar， 过 时 做 (0) 的 列 向 晤 . 
我 们 寿 后 一 章 里 将 要 鞍 明 ; 一 个 阵 的 两 种 秩 常 是 相等 。 特别 在 和 
是 (交换 ) 域 下 时 ,要 姓 作 个 相等 , 可 通明 :; 这 黄种 秩 都 与 用 行列 式 
来 定义 的 另 - -种 秩 相等 . 

我 们 从 子 式 褒 起 ， 疏 阵 (a) 的 元 素 oj Ed, 旬 阵 (a) 的 子 式 
是 从 (mw) 去 掉 蘑 些 行 及 列 所 得 的 方 阵 的 行 齐 式 ， 例如 ,一 阶 子 式 
的 形状 是 机 ， 和 如 果 (w) 里 每 个 (p 十 1)- 行 子 式 的 值 都 是 0， 

droog 


而 有 一 个 o- 行 子 式 关 0, 卓 裔 (m) 有 行 烈 式 秩 p。 下 面 定理 使 我 
们 能 驶 挛 明 行 众 与 行 到 式 稚 相等 . 旋 明 用 到 了 行列 式 的 著名 定理 。 
定理 9 向 量 x; 二 人 opieili 一 1，2，-…yr) 是 让 性 无 划 


1 
的 ,必须 而 且 只 上 (ea) 的 行列 式 获 为 +. 
让 显然 行列 式 秩 p 之 才 , 而 x; 是 和 线性 无 类 前 也 只 有 7 
豆 可 假定 + 声 zx， 竺 设 x 是 线性 相关 的 , 则 有 一 个 癌 量 , 艾 如 xi 
使 #1 = Bri 十 … + Bx, 于 是 ,a = Bay 十 Bay t ' 十 用 or 
= 1,2,…,n)， 改 


F 


r r 
了 Biot 了 Paar .三 Peatn 
时 站 


9 
Co) 二 Eal az Cram 


下 


国 为 任意 盖 行 子 式 的 第 一 行 基 其 他 各 行 的 站 性 粗 合 ,所 以 每 个 :~ 
行 子 式 等 于 需 . 因此 p <， 反 过 来, 发 p < 则 把 (a) 的 行 
或 到 作 排 烈 星 然 不 变动 行列 式 秩 ; 慢 这 祥 排 列 答 出 菲 成 菜 种 文 序 


"20" 


的 x 关于 绯 底 基 种 次 序 的 e 的 阵 ， 所 以 ,我 仙 不 刀 段 定 
Nr Ha Rip 


B= mn C2 "tp 交 0, 


repl pa pp 
会 Bi 二 1,2,"…,p 十 1) 晨 
1 | Cl, p+1 
| 22 Cy pt1 


ptirl Cptlr2 *"" Cptlr ptl 

里 gz, pn 的 余 因 子 , 剧 Bay 二 B 竹 D0, 而 By 二 Be 十 … 十 
Beriopti 一 0(7 二 1 2 的。 所 以 Bax 十 Ba 十 十 
Beriteti 二 0， 这 里 Bo 关 0, 而 x 基线 性 相关 的 ， 这 就 完成 了 定 
理 的 证 是 ， 

实 合 > 是 随 瘟 的， 着 皇 假定 向 量 xy zy， ,xp 是 吉 的 集合 
的 一 个 基 ， 由 上 面 定理 知 ,在 (a) 的 前 2 行星 存在 有 一 个 非 需 的 
广 行 子 式 ， 及 因为 任意 p 十 1 个 x 是 米 往 相关 的 ，(Ca) 里 每 个 
p 十 1- 行 于 式 竺 于 喜 。 辟 行 刚 式 秩 等 了 于 行 秩 p。 如 果 把 同样 论证 
施 干 石 向 量 空 甩 , 刚 可 证 列 秩 等 于 行列 式 秩 ， 获 在 成 的 情形 , 阵 的 
两 种 秩 ( 行 特 芭 旭 秩 ) 基 相等 的 。 

我 们 已 知 : 障 ke 工人: 2 必须 而 且 愉 级 行 向 牙 wi, #2， 
…， xs) 构成 员 的 一 个 大 ,这 里 x = 立 wiiei: 而 后 而 的 条 件 等 


价 于 膏 ; Ca) 的 行 秩 旺 n， 所 以 ,上 面糊 果 指 出 : (oa) E 工 (和 ,am) 必 
须 而 且 只 贫 这 个 隘 的 行列 式 在 外 里 不 等 于 条。 这 个 竺 黑 也 可 以 
庶 接 证 明 ( 珍 看 本 书 第 一 元 ,第 二 章 的 $4+ 中 , 定理 1)， 事实 上 ， 
(Ca) 的 洲 阵 可 按 了 下 殉 法 则 模 行 绚 式 简单 地 刻 出 :全 Aij 是 (ay 里 元 
素 er 的 余 因 子 , 拉 全 Bi; 二 Aijidetta)] ,上 则 (B1) 一 (a) 这 
容 昂 出 行列 式 的 展开 定理 导出 , 起 大 见于 本 - 昌 币 - - 窟 ,第 二 章 的 
$4 中， 
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留 题 ? 
# 讨 明 :好 困 入 一生 是 可 稀 培 的 , 莽 有 元 索 史 全 让 二 同 小 | 


1 
] on a #7 


1 os 0 ot 

(提示 : 这 个 辽 的 行 到 武川 黎 范 德 近 得 【Yandermndc) 千 刻 水。 葵 明 它 的 癸 县 
I (Cw; 一 的 ).) 
了 


2 疏 明 :各 果 和 一重 是 一 个 域 , 并 上 (GE 画 ， 引 出 掉 镍 证 人 0 € (十, mn). 

3- 嘎 归 第 2 题 的 下 机 着 定理 ; 如 果 漠 子 管 个 (6 ETA 2) 有 (0) € 了 (A ,2)， 
则 各 古 下 。 

+。 求 下 面 随 的 逆 障 : 


1 -1 2 3 
0 1 -1 1 
2 1 1 op 
3 -3 1 了 


9. 商 裕 团 ” 针 前 企管 子 空间 合 必 然 是 加 法 蚤 名 的 - :个 子 春 . 
因为 鱼 是 可 灾 换 的 ,我们 可 和 定义 商 重 尔 = %/B。 这 个 章 的 元 素 是 
陪 第 = 二 * 十 全 ,而 民 里 合成 法 是 

+yo*+y. 
邻 全 a 显 和 的 仔 局 元 素 , 如 果 x* 三 yimod 合 ), 亦 即 x 一 y 二 x€6， 
划 ex, 故 ox 三 cyfinodS)， 因此 , 隧 集 mx 由 陪 集 x 及 元 来 
a A 惟一 决定 ， 我 们 定义 这 个 陪 集 号 积 ai, 关 刘 不 难 验 证 : 筑 ， 
入 及 合成 a; 一 wx 构成 一 个 向 量 襟 闻 ; 而 把 这 个 空间 时 做 筑 
关于 子 空间 全 的 商 空间 . | 

他 全 (ff; 广 ，…, ) 是 后 的 一 个 基 , 把 它 扩 张 为 的- -个 
蔗 ( ,二 ， ” 声 ， hry “"*, fx) ;我 全 要 证 : 陪 化 fr "**, f, 县 


由 


员 = Rf 的 一 个 基 ， 合 是 任意 陪 集 ， 写 下 x* 一 > ej, Hl! 


1 


1 


* 一 > i 一 Th = Eo ji 下 因为 1 及 时 和 一 


rt1 


0. 办 此 ， Ga ， 了) 是 负 的 生 站 元 素 信 人 另 一 方面 ， 如 


r 


失守 B=0 则 加 BEB, 政 训 Bi 一 写 ye 由 此 知 瞩 


Fr 十 二 r 十 | 


了 和 


有 BB 二 0， 这 就 可 内 (0, 所) 是 一 个 基 ， 这 束 主 明了 :所 
的 维 数 量 生 与 名 的 葵 煞 的 差 . 

18. 子 空 间 的 代数 降 环 各 上 向 量 空 亲 提 的 子 深 间 人 对 体 
对 于 将 在 定义 的 两 种 合成 构成 一 个 有 趣 类 型 的 代数 条 ， 先 就 工 
关于 集合 的 包含 关 驼 来 向 ,对 于 这 个 关 深 ,了 基 -… 个 偏 序 和 集合 "三 
是 喜 : 对 于 工 里 各 对 ,Sa 定义 了 关 柔 6 了 扣 ,, 布 且 

1 SoG, 

2 如 果 全 对 久久 6 草 辐 一 

3. 如果 名 | 了 ,而 ,2 6. 好 5, 2 5, 
所 以 这 关 系 显 反射 ,反对 称 与 传递 的 ， 

次 训 任 意 两 个 子 宏 间 5) 及 名 ,来 属 , 示 厚 的 诡 Gin 名 也 是 一 
个 和子 窒 关 ,而 这 个 空间 关于 包含 关系 起 了 最 大 于 界 的 作用 ,这 就 是 
吸 ， 局 作 全 仿 于 6 与 6 里 , 并 且 总 mga 含有 每 个 台 , 写 是 舍 
于 后 与 名 里 的 ， 漆 个 空 解 的 集合 诅 上 的 和 全 U 5 不 一 定 是 一 
个 子 寄 间 ,所 以 我 位 取 由 集合 SS, U 名 生成 的 空间 [SL U 人 5,] 来 代 
闪 这 个 集合 ,并 县 用 S1 十 6 表示 这 个 符 间 ,而 叶 中 做 5 与 5 的 联 
合 。 宅 具 有 最 小 上 蜡 的 性 扶 : 6 十 多 写 长 色 , 芥 且 它 是 含 于 
每 个 子 袜 半 扎 里 ,而 全 全 有 51 及 的， 我 们 易 知 , 这 些 性 质 是 
Si 十 6: 的 旦 性 , 就 是 说 ; 具有 这 些 性 盾 的 任意 十 空间 与 51 十 全， 
是 选 侣 的 ， 由 这 个 特性 或 由 后 十 5, 即 为 [81U 5,] 的 定义 立 知 ， 
这 个 衬 赔 是 如 yi 十 六 形 的 向 量 的 焦 合 ,这 里 yi € 5 

如 果 一 个 仿 序 集合 里 任意 陋 个 元 素 都 在 -- 个 最 大 下 办 与 -- 个 
捷 小 上 手 叶 ,这 个 含 序 集合 叫 作 囊 ， 及 以 上 时 作 空 间 名 的 子 空间 
的 格 ， 我 们 在 本 节 下 将 导出 这 个 烙 的 基本 性 质 ， 首 先 显 下 型 各 性 
质 在 任意 榈 中 都 成 立 

i. 车 合 律 及 交换 律 对 于 侣 厂 站 及 十 成 立 ， 

这 易 由 定义 得 出 ， 关 于 站 的 法 则 读者 自然 是 就 策 的 ， 

其 次 ,是 络 工 的 一 些 特 有 性 盾 . 


1) 关于 术 节 也 四 的 者 概念 , 肉 看 本 书 第 ~-- 餐 第 七 羡 。 


和 


2 工时 存在 间 一 个 难 元 素 , 挛 即 元 瑟 0, 使 对 于 所 有 所， 
GNo0=0 及 6+0=&, 

只 由 0 向 措 构 成 的 子 千 阅 具有 这 些 性 着 。， 与 此 相对 的 整个 空 

遇 甩 有 全 元素 的 作用 , 亦 即 对 于 所 有 名 使 
语 十 二 RR 及 SNR=G. 

分 配 律 Si N (SG, + G3) 二 名 让 全 十 名 门生 在 工 里 一 般 趟 能 
蜀 次 ， 合 如 ,分 和 及 xz 是 无 关 向 量 ,并 且 合 5 == [各 ] ,名 一 [x 
及 入 二 [x1 十 42]; 则 久 二 二 [xi Xa; 故 1 人间 (5S, 十 5) = 各 
得 各 站 全 ;一 0, 合 / 门 合 ; 一 0. 故 名 站 后 十 全 门 SG; 一 和 这 就 可 员 
分配 律 不 成 立 . 我 们 将 指出 过 双 的 分 配 律 在 上 里 成 立 , 这 就 是 下 . 
面 的 法 出 : 

3. 如 果 B1 刁 6, 利 入 人 (5 十 一 SN5+5N 65,= 
= ,+ Sf 5, 

证 我 们 首先 知道 ， GN SC 人 (GB, 二 5)) 及 SNC 
Cc 各 门 (G: 十 5) 折 以 

SN 名 ; 十 SN 6 N {5,+ 86). 
次 分 z Es, 站 (BG; 十 仿 9), 出 二 mE 与 二 yz 十 ys 这 里 ys 全，， 
yt 于 是 ,yi 二 yy 十 全 二， 靶 ysa€ 信 门人 癌 ,看 
2 二 和 轨 十 全 后 十 名 站 各， 这 症 肝 了 侣 站 (人 十 人 全 怠 : 十 避让 全 ;， 
所 以 3 成 下 

3 能 义 成 立 的 格 叶 便 模 阁 (或 犹 得 京 得 (Dedekind) 烙 )。 我 们 
要 指 田 工 是 一 个 有 祭 格 . 亦 即 下 面 性 盾 成 立 . 

4. 对 于 工时 杜 阐 的 合 , 在 上 里 存在 有 一 个 使 

G+ SR, SGN. 

证 ”如 果 二, 反 …; 扩 ) 是 全 的 -一 个 基 , 草 汶 此 向 量 是 燥 性 
混 关 的 。 因 此 可 用 向 景 放 ay， 为 补充 以 得 员 的 一 个 基 (所, 思 ， 
人 合 S* 一 [ 产 +1， 万 1 为 ] , 则 后 十 全 * 一 [所 ， “sy 
所 | 二 条， 不 仪 如 此 , 全 门 S* 户 作 意向 量 y 是 对 了 于 天, 大， ,下 
各 性 相关 和 的， 也 对 于 六 frzs 加 性 相关 得 。 因为 太太 ， 
… ;fa 是 缆 往 无 关 的 ,所 以 y 二 0; 朴 仿 NSS* 二 0. 
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适 全 上 曾 条 件 和 的 子 衬 半 人 * 包 做 筑 电子 宏章 名 的 余 空 间 ， 未 
了 ,我 们 要 提 科 下 而 的 链条 件 在 工 里 成 立 : 

5 如 时 5) 己 扣 : 忆 是 子 实 间 的 一 个 无 限 降 链 ， 则 有 一 个 
整数 * 存在 使 人 G, = Sn 一-…-. 

如 果 久生 全 所 … 是 子 鹤 闻 的 一 个 天 眼 开 链 ， 则 有 一 个 整 
数 7 存在 使 5, 二 Sn 二， 

因为 子 空间 的 宁 数 是 一 个 非 久 昔 数 ”, 大 且 因 为 仿 洁 全 "可 状 
得 dim 与 > dim 5 , 折 忆 这 两 个 条 件 是 显然 成 立 的 ,这 电 dim 仿 琢 
5 的 灯 数 ， 

办 本 8 
1. 部 明 : 如果 全 U :一 名 十 各 ,用 启 1 避 全 0 ,或 是 和 你 了 它 ,。 
2. 应届 :如 果 dim 全 = +, 则 任 阁 余 空间 的 鹤 数 是 2 一 + 
3， 征明: 一 般 灶 数 基 和 柔 : 
dim CE1 + Es) = dim SG, + dim Ss — dim (311 G,). 
4 新 明 : 如 果 启 是 性 剖 子 空间 , 半 0, 上 志学 筑 , 卓 它 的 余 空 间 不 只 一 个- 

1. 无 凌 子 空间 ,直接 和 下 面 娄 访 和 到 一 个 构 念 ， 寂 荐 向量 的 
入 性 无 关 松 念 的 -- 个 推广 。 合 6 2， 后 , 是 贡 的 子 宏章 的 
有 限 集 合 ， 如 具 
(09), N CBF 00 = 1 2) 
则 如 这 些 子 痊 了 间 古 无关 的 . 吉 景 x, xz, ar 基 纺 里 向 量 , 出 
世 全 成 为 强 性 无 闫 的 充 要 条 件 是 : lx 天 0 人 二 12 
2) 空间 [xi] 是 无 美的 。 这 因为 ; 认 1) 与 2) 成立, 并 有 哩 合 
| 

一 Bix; = > Bri€E [si 人 Ce TT [wi 


jij 由 i 
+ [zx] + [x] ). 
由 东 知 一 Bz; 二 0， 因为 xi 天 0， 误 推 得 各 个 B 二 0 诡 遍 
xi 旦 缕 性 无 英 前 ,而 必然 她 和 苍 个 六， 如 果 
zEfx nefz 直 小 [xz 十 [zs 十 二 Ler])， 


团 空间 指 维 烙 取 为 0. 
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Bx 二 Bxi 二 > Pr， 圳 由 的 灵性 无 关 得 岛 二 0: 周 此 x 二 0， 
Ey 


分 全!, 人 ,后 -是 任意 无 次 于 空间 ,项 且 介 皇 一 后 十 所 :十 
-人 十 名 ， 记 果 ，E 台 ， 则 7 了 一 和 十 只 十 十 六 这 里 天 E 名 ， 
这 个 囊 达 式 可 断定 是 唯一 的 ;就 是 冲 , 如 果 还 有 ?一 中 十 史 十 于 
.这 里 yi Si, 则 必 有 六 一 攻 才 三 12 gr 这 因为 ,如 某 
Dy 一 ,上 则 车 zi; 二 0。 于 是 ， 

—% = ESN 


re 

故 坟 二 ,而 yi 二， 这 个 轩 果 的 递 定理 也 是 成 立 的 ;这 因为 ,如 
果 (9) 对 于 有 些 i 不 成 立 , 期 在 这 个 交 持 有 向 量 zs; 天 0 存在 。 于 
是 ,za = 六 #1, 而 这 个 元 案 在 写成 闪 间 54 的 元 素 的 和 时 有 两 种 
不 团 的 表达 式 了 ,这 是 不 售 亚 的 ， 因 此 就 号 明 了 以 下 定 进 

定理 10， 容 间 G1, 61, .…, 5, 是 无 拓 的 的 克 要 休 件 为 8 一 
Gl 十 6 十 … 十 Gr 星 每 个 向 旱 有 一 个 唯一 的 表 过 式 如 忆 yi 形 , 这 
里 和 人 全 

子 密闭 的 无 关 性 的 另 一 个 重要 特征 是 

定理 11。 空间 6; 是 无 天 的 必须 而 且 只 须 dim (十 Gi 十， 
+ 5.) 一 之 出 mc 

证 人 先 识 SS: 是 无 关 的 , 并 全 (有 加 是 全 的 一 个 
基 。 如 果 立 有 pf 不 一 0, 则 之 六 一 0 这 里 六 一 之 Bo 大 Eee， 


站 i 


所 以 ,对 于 每 个 i 有 0 一 入 一 之 Bnfs， 因 为 i 固定 时 加 是 入 性 


无 美的 , 放 B;; 二 0。 这 证 明了 上 所 有 太 都 是 线性 元 关 的 ， 于 是 ,fy 
构成 名 一 名 十 芋 十 .十 台 的 一 个 基 ， 写 俩 的 个 数 ni 是 名 
的 维 数 ， 这 里 #4 一 dim 各)， 故 dim 与 王立 dim 可 友和 过 来 , 屋 
这 个 维 状 关系 成立 ， 旭 前 … 样 人 让 构 威 名 前 一 个 基 ， 则 这 些 方 
的 个 数 是 芝 dim 名 二 dim 全 ，。 另 一 方面 ,这 些 fj 是 全 的 生成 
元 素 , 上 页 它们 构 戌 一 个 基 ， 因 而 是 线性 无 美的. 由 于 立 知 . 如 果 
yy 是 无 关 的 . 
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如 时 Ri, 只， 响 , 是 无 关 的 子 窒 天 ,而 条 = 十 十 
十 芝 . 则 恒 先是 子宫 闻 区 的 在 接 和 ,如 做 和 三 竺 外 3 中 平和， 
在 这 样 傅 形 下 , 汽 的 每 个 向 最 有 - :种 -三 法 和 而且 只 有 : -种 方 鹤 把 写 
写成 子 沦 天 外: 里 向 导 的 和 ， 
加 题 3 


1。 星 骨 :下 面 的 条 在 是 子 空间 局; 戌 元 美的 的 这 要 条 件 : 
NS =0, (C+ SDN C=0, (8+ Ct Ea NN Es=0, er, 
z- 证 明 ; 和 如果 外 二 Rl 国 Rs 图 … 是 抠 ,, 漠 且 者 个 溃 j 二 的 的 PDR,, 


则 
R= BD Mn PH Na Be 四 Ron 多 "和 


s 了 7 昌 


第 二 登 
粥 性 变换 


本 章 我 们 讨论 线性 变换 及 由 这 些 映 照 决 定 的 某 些 代数 永 . 两 
个 特殊 型 的 入 性 变换 ， 即 向 量 空间 利 刁 直 身 内 的 线性 变换 有 一 个 
罕 间 到 一 私 空 隔 A 内 的 多 性 变换 , 特 能 兴趣 ， 前 者 构成 一 个 环 ; 
而 后 者 叶 做 线性 函数 ,构成 一 个 在 癌 量 空间 。 向量 给 且 四, 到 向 量 
空 辣 筑 ,前 嫉 性 变换 很 自然 地 连带 着 先 , 上 粳 性 图 数 的 鞭 于 空间 到 
筑 , 的 共 旺 实 隔 二 的 折 转 线性 变换 我 个 论述 对 换 映 时 的 性 质 , 诗 
论 嫉 性 变换 与 县 阐 的 关 孙 , 还 定义 了 任意 科 性 变换 的 秩 与 瑞 .， 来 
了 ，, 诗 知 几 做 射影 的 特殊 型 编 性 变换 ,并 且 在 这 类 型 的 变 摘 与 向 量 
空 辣 的 侍 接 分 解 间 建立 一 个 联系 ， 

1. 定义 及 例子 ” 实 采 数 多 顶 式 的 向 吧 纵 隔 古 [2] 里 微分 映 腿 
$C 一 中 CA) 县 有 性 盾 

[$C + ODE = D+ yD lap] = ep CW). 
这 是 嫉 性 变换 前 -个 例子 。 功 一 个 例子 臣 

(8£, pI E+ IR+ tp 

定义 前 A 的 栅 照 ,这 里 ,am 是 基本 有 除 环 入 里 的 固定 论 坟 ， 
一 般 移 说 , 仓 负 及 负 ， 是 同一 除 和 上 列 向 二 空间 ,如 果 肖 , 判 
般 ; 内 的 一 个 映 腿 4 对 于 筑 里 所 有 xz，y 及 公里 所 有 & 尖 合 
《17 {rt yd=xdi yA, (ax)d = calrA), 
即 四 了 做 线性 变换 . 按 通 例 , *4 ”表示 元 素 * 在 吕 : 里 指 象 。 我 
和 仙 还 把 象 的 集合 , 环 即 象 x4 的 集合 , 记 作 RA， 4 是 到 3 内 的 
辽 般 这 -说 法 是 容许 .4 己 民 ,1 多 基 和, 的 后 子 集 合 ) 的 可 
能 性 . 

科 性 受 民 的 艇 启 起 0- 模 各 | 到 另 一 个 模 内 的 o 呈 间 态 的 概 祭 的 
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犊 丈 人 情形 ; 我们 用 “a Eo 代 蒜 上 面 定 实 里 的 “aeEA” 训 得 到 推 
广 . 1 一 1 对 应 的 叶 间 坊 巨 在 第 一 意 介 加 过 ， 这 样 的 映 斯 趾 做 等 
价 或 叶 同 梅 ， 哆 到 筑 , 上 的 o- 辣 构 的 存在 是 模 和 的 等 价 的 利 别 
准则 . 

(1) 里 第 一 个 条 件 表 朋 4 龙 加 法 兴 器 , 到 访 法 举 多 内 的 -一 个 
同 态 ;而 第 二 个 条 件 可 解释 为 4 与 的 可 变换 性 的 一 种 类 型 ， 在 
NR 二 9 = 用 时 这 样 解 释 很 恰当 的 ,这 因为 , 对 于 每 个 a 我 们 可 引 
进 映 照 am, 字 把 xz 上 蛇 照 为 ax， 我 们 把 w 叫做 由 “决定 的 郑 晤 磁 
法 ， 显然 四 是 器 的 一 个 自 同 态 , 亦 序 员 到 瑟 自身 内 的 - "个 同 态 ， 
这 时 筑 作为 - -个 酚 求 看 待 。 由 于 ztar4) = (ar)4 及 rear 一 
afx4) 所 以 4 是 向 量 空间 袖 里 一 个 郊 性 变换 必须 而 县 只 须 4 其 
英 前 一 个 自 有 向 六, 而 与 折 有 自 同 访 ow 可 变换 的 ， 

在 向 蔡 肉 间 汉 它 自 身 的 线性 变换 外 ， 另 一 种 可 注意 的 线性 变 

换 的 类 型 是 线性 末 数 ， 这 是 向 量 空间 只、 到 除 环 4 的 一 个 贤明 
x 一 f(x), 它 使 
(2) f(x + 7) = fr) + FD ,Far) 一 ov. 
这 种 类 型 的 据 照 显然 可 看 作 氏 到 一 炊 向 量 空间 4 内 的 张 性 变换 ， 
这 样 一 条 向 基 空 路 A 是 用 A 的 加 法 区 作为 区 ,用 A 作为 除 环 ， 
左 乘 法 af 作为 纯 基 鳞 靶 而 得. 元 素 1 (或 任意 非 零 元 染 ) 是 除 
环 入 上 向 量 空 间 入 的 一 个 基 。 上 面 举 的 第 一 合 就 是 A 久 .上 线性 
画 数 的 例 ， 


强 题 10 
I， 号 明 : 斑 分 歇 照 (和) -人 VC) 是 次 牧 < 的 光 项 式 构成 的 向 量 生 阅 涡 里 一 
个 接 性 疲 扩 。 
2、 泪 明 ; 兹 算 于 内包 一 由 (4 十 1 一 四 (0) 是 男 [4] 星 的 一 个 楼 性 变 斤 ， 
2. 料 性 变换 的 合成 ”他 述 线性 变换 前 人 台 成 方法 ， 必 须 指出 ， 
素 节 所 有 苦果 同样 可 便 用 于 更 一 般 的 模 的 0- 同 态 捕 形 , 但 为 省 事 
王 见 ;, 低 就 此 后 最 感 兴趣 的 特殊 情形 叙述 尼 的 略 果 ， 
先 酸 4 与 了 是 向 草 罕 间 般 ,到 局 一 空间 筑 , 内 的 终 性 变换 ， 我 
倍 用 专程 
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《3 x(4+ B=xAd+xrB. 
秆 义 筑 , 淹 名 内 的 及 胸 了 十 玫 , 这 里 # 症 于 里 任意 向 量 ， 于 是 ， 
把 象 x 有 4 与 zB 相 加 就 得 到 施 4 十 也 于 的 得 ， 显然 妈 十 召 是 
筑 , 漳 忽 内 的 一 个 ( 单 值 ) 变 换 ， 因 为 
{xy AB) = (sty) A xty)B = xAtyAtxB+yB 
= xAt+xB+yAtyB = x(AtB)+y(A+B), 
及 
(ox A B= ox)Ad + (oax)B = alxA) + alxB) 
= oarxAt+ rxB) = otxtA + BY), 
所以 4 十 旦 是 筑 , 到 哆 内 的 一 个 线性 变换 . 

外 | 到 饥 : 内 的 缕 性 变换 的 生体 记 作 9 委 ,) ,我 们 要 证 :这 个 
集合 带 着 上 血 引 进 的 加 流 合 成 是 一 个 变换 本 普 先 我 们 知 浇 :和 畏 
合 律 与 变换 律 是 成 立 的 ,这 办 为， 

zf 十 吾 ) 十 中 一 *C4 十 下) 十 xC 一 YY 可 卡 * 有 十 和 0) 

x[A4+ (B+ oO =xAt+r(B+ C0) =xA+xBti+xe: 

aA+B)=xA+xB, rrB+i+ A)=xB+ x4. 

所 成 (4 十 B) 十 CGC 与 4 十 (8B 十 C0) 对 于 搞 单 任意 的 > 都 有 同 
一 后 象 ， 按 定 交 知 : 4 十 (3 十 CC) 二 (4 十 8) 十 C， 同 迎 得 
了 十 BB 二 BB 十 4 其 次 ,我 们 用 条 件 x0 二 0 (RR, 里 的 路 向 量 ) 来 
定义 映照 0， 我 们 易 知 ,这 个 映照 属 丁 号 ,各 ,并 且 对 于 2(%,， 
9) 里 断 有 4 有 4 十 0 = 4 二 0 十 4， 所 以 ,0 对 于 加 法 合成 有 
类 等 元 过 的 作用 末了, 如果 4 是 中 (和 .RR,) 里 任意 元 来 ,我 们 定 
光一 用 是 使 x 一 用 二 一 xd4 的 上 映照， 副科 吻 证 : 一 A ERCR, 8), 
因为 对 于 所 有 x 有 x(t4 十 (一 4)) 二 xA 一 x4 二 09, 所 以 一 4 有 
4 的 省 元 素 的 作用 ， 这 样 就 完成 了 衬 咒 ,四 ,)}， 十 是 - 千 实 挽 章 
次 证 阴 . 

凑 欢 :我 出 引 入 缕 性 变换 的 第 一 种 合成 。 这 是 对 于 妇 芝 中 
毕竟 任 区 4 与 民 和 区) 里 的 任意 8 作 定 多， 而 到 类 施行 4 后 
驭 施行 B 的 因果 ; 依 通 例 我 们 把 这 缚 时 记 作 4B， 地 是 ， 定义 
(AB8) 二 《xA1B， 因为 ， 


"3 


(x 二 yAB) = Cx yA = (rAd yDB 
= (AYB + (yANB = x(AB) + ytAB), 


(ox)t AB) = (tax)A)B = (Cal(xA))B 
= c(trA)B) = olixtAB)), 
辟 知 : ,1B C2, %,), 
如 果 4A ERCR ,BERCR,, W)C ER NH), YH 
3 组 任意 有 
x{CABIC) 一 (xdBDDGC = (C(xA)B)G 


AACBCY) = (xANBC) = ((xA4)B8)6, 
故 积 48 适合 结合 律 , 丈 邹 
《和 (AB)C 一 ABC) 
其 次 妹 重 要 的 分 配 律 : 权时 4 EE (NR, Ry 而 B, Cte (NR,, 中 让， 
DERON,, RD, 
(5) ACB+ OI=AB+AC, (B+ OD=BD+ CD. 
这 可 由 下 看 的 方程 得 出 : 

x ACB + C)) = (xANBT+ OC) = xANB + CxA)G 

= x AB)+ x AC) = x AB + A0), 
xt{B+ CINDY = CrB + CD = (xHID+ (oD 
= BD) 十 xt 0D) = x(BD + CDY. 

令 把 上 面 车 果 用 于 只 有 一 个 向 量 空 肚 先 的 缠 性 变换 前 特殊 
情形 。 显然 中 一 Ri ,号 ), 十 :， 是 一 个 环 ; 这 因为 RC, RD), 十 
是 一 个 变换 草 , 而 人 各 , 抽 ) 对 于 ， 是 琵 阶 的， 寺 且 这 个 合成 证 可 
和 畏 合 前 ,而 美 于 加 甚 是 可 分 配 的 ， 显然 中 还 含有 司 等 映照 zx 一 *， 
而 这 个 上 映照 到 作 1， 是 环 中 里 的 情 等 基 束 (和 序 对 于 所 有 4 使 
Al= A=1A),, 


I) 这 省 如 果 执 悉 象 本 书 第 一 寄 弟 二 章 的 § 13 里 所 涝 交换 全 的 自 闻 态 理 答 ,就 会 知 
道 这 些 精 果 可 由 下 列 扒 还 得 出 : 我 , 十 的 自 辐 态 的 第 会 区 是 一 个 环 , 寥 的 加 法 
合 威吓 守 代 十 且 三 x* 生 十 xB, 三 以 莱 积 流溢 法 全 成， 入 合 呈 二 UCT, 折 ) 是 
信 量 能 与 录 盟 演 法 吧 次 洛 移 区 案 的 玫 集 侣 ， 办 为 计 里 与 一 个 葵 定 于 集合 的 元 
来 可 奖 广 的 元 素 的 金 体 构 成 一 个 于 环 ,显然 号 荐 马 的 一 个 子 拯 ， 
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次 委 下 是 环 衬 交心 ， 草 业 下 全 的 一 个 六 威 ， 因为 册 元 霖 
YE 全 决定 的 绩 量 沫 法 y 是 一 个 自 同 态 , 厦 且 
(er)yr = yar) = (yx = ay) = (yx) = olxy)), 
所 以 六 是 纺 性 变换 ， 如 果 用 名 表示 由 和 下 的 元 表决 定 的 生 芋 乘 
法 的 某 台 , 则 习 己 由 。 在 特 克 情形 , 如 娄 入 = 申 是 可 交 挽 的 , 则 
使 所 有 的 定量 线 守 ， 令 来 证 明 : 任意 一 个 草 RCN, 各) 可 滞 聘 
战 下 上 的 一 个 向 量 空 了 路， 本 着 这 个 目的 ,对 于 YE 及 AERCN,，, 
RD) ,我 们 定义 yY4 是 鼎 有 照 x 一 yxA) 二 《7x#)A。 因为 这 是 4 与 
7 DD) 的 积 , 或 yA EN) 与 4 的 积 ,而 县 每 个 都 是 楼 性 变换 , 故 
?4 ER2C, )， 我 们 容易 验证 :图 数 yA 活 合 向 量 空间 里 关于 元 
量 琵 法 的 各 法 基 ; 因 此 2% 和 %) 可 看 做 是 二 上 向 量 宏基 . 
总 生 上 而 两 段 的 结果 可 知 ， 玉 合 8 一 8(%, 居 ) 是 一 个 环 , 同 
时 岂 是 域 上 一 个 向 量 寄 闻 ， 环 加 法 王 时 与 向 董 窒 并 里 加 法 相 
辣 ,而 莱 社 与 神 攻 乘法 有 同 有 下 面 的 关 骤 : 
(6) YCAB) = (yD)B = AC(yB). 
具有 这 些 性 盾 的 代数 系 是 做 域 多 上 代数 (或 超 复数 采 )。 及 以 ,如 
举 鸡 于 有 根 同 时 吏 三 种 运算 作 讨 戎 ， 基 把 这 个 代数 系 是 做 对 里 线 
诈 守 换代 数 . 
习题 11 
IT。 琵 明 : 人 (Ras Rs) 是 关于 合成 4X 的 一 个 CR RD)- 模 ,这 里 4&1, RD)， 
XX (RRz) 而 合成 4X 为 职 艇 福 挛 挤 。 优 此 ， 坦 明 : 人 (名 1, Hs) 可 秆 作 一 个 有 
(CR, Rg)- 楼 
2, 产 虹 :部 果 qi 是 一 个 多 性 实 横 , 央 & 丰 A 的 心 重 里。 
3， 蛤 产 : 如 此 CEDQCR, Ro) 而 车 沁 ,2) ,而 映照 羡 坟 XC 是 CU, R) 
的 一 个 人 (1 和 小 - 自 同 在 。 
3. 实 性 变换 的 阵 今 归 证 ;一 个 有 限 稚 向 量 实 般 名, 怠 另 一 个 
有 限 纵 间 量 闵 间 先 , 内 的 线性 变换 订 介 元 米 在 除 环 和 里 的 一 个 
有 沾 阵 完全 天明 出 来 ， 
全 CG 二 1,2) 是 ;条 向 量 空间 ,全 (el， sa，"……， en) 是 
四 | 的 一 个 有 序 基 ，(#， 乒 ，……，f) 是 香 ; 的 - -个 有 序 基 ， 并 分 
(RR) 首先 要 斌 的 旦 : /4 对 于 仔 汪 x 的 作用 可 由 各 


+ 32 。 


[9 
er 一 2， #0) 决定 由， 这 因为 * 可 写成 袜 全 ei, 荐 以 


二 《E07) 了 一 工人 (名 e 站 一 工人 ci 而 xd 就 由 2 的 卖 
OR 6i 和 4 决定， 分 
C7) eAd = oh tt enfst Tt omfs, (f= 1 2 Hs 
则 得 唐 


C8) 


Hl pl" ni 
为 《et En 用) 关于 (ff， ,fo 的 阵 . 如 果 已 知 两 个 有 
序 基 及 际 (8), 届 及 对 于 x 的 效果 显然 可 以 推 得, 这 基 为 (7) 成 立 ， 
而 XA 二 之 ia pi 


这 个 联系 可 直 阵 的 乘法 才 出 如 妇 记 x 二 世 如 er 为 一 个 行 
【1 £2 "" *, Es ), 阅 样 ， 记 ? 一 5 为 C1 Hs """y zu) ， 则 与 
y 二 xd 天 带 的 " 行 身 量 "可 由 施行 限 的 缚 法 


三 ia RL, 


三 Fea -eo 
19) (El, [3 “yy 二 3 2 Wi 


nl ry MM am 


而 得 出 、 故 * 刀 一 y 二 工 7 丰 , 这 里 六 二 之 SiQpy 这 就 是 由 (9) 香 


由 的 精 果 . 

必须 指出 , 陈 ta) 与 两 个 空间 内 基 的 香 择 有 关 ; 因此 ,Ca) 二 
做 了 关于 有 序 基 (Ce, £2 “3 em) 及 (Ff, 六; “和 fo) 的 阵 . 如 
果 吕 一 名 :一任 , 则 自然 只 用 一 个 有 序 基 , 亦 即 取 去 = ez; 此 时 , 称 
(是 4 关于 (cb ea ……， ew) 的 吕 . 

上 面 所 得 的 结果 是 ;任意 AERLR ,Ry) 关 定 元 素 属 于 和 的 
一 个 站 X 吉 际 、 今 来 叙述 逆 定 理 : 任意 站 X # 阱 定义 加 | 玛 折 
内 的 一 个 条 性 空 黎 .。 首先 我 们 蛋 指 出 ;如果 (se1, ez,……, sm) 是 
篇 里 一 个 基 , 而 (er tw "W412 起先 里 mi 个 向 基 的 他 党 有 序 第 


本 


合 ; 下 行 一 个 如 性 灾 换 4 存在 把 6, 映 泗 芭 vw(i 二 1， 2， 
这 可 观 容量 昭王 Ee; 一 世 Erni 出 得 到 人 + 蕊 入 | 内 
有 -种 方 祛 守成 甩 训 oe;， 所 以 这 个 肌 茹 是 单 值 的 ,六 因为 尾 疙 
x 中 斥 可 写成 之 #6; 则 形状， 所 以 这 个 锯 照 定义 在 整个 般 / 上 ， 
如 果 y 二 于 yi57 起 筑 , 胖 玉 一 个 向 并 ,所 以 y 一 wen, 并 蝇 x 十 
y 一 十 这样 站 挤 
是 :个 同 帝 ， .又 因为 ox 二 (od 时)w 二 a( Den) 
故 野 昭 基 亲 性 徇 ， 显然 ，e 二 161 一 44 三 wy 即 得 所 求 。 次 分 
to) 是 他 意 说 X 如 陈 , 兰 旦 全 Cf 所 ;fo) 是 筑 里 :个 基 , 则 
定义 wi 三 性 osfiti 二 了 2 一 ,1): 寺 且 可 决定 一 个 各 性 变换 4 
使 eid = ww。 显然 4 关于 (el et em) (天 fy) 的 
限 基 猴 定 的 熏 Ca)， 这 就 施 明 了 对 应 4 一 《ay 基 R(S 和) 与 元 
素 在 信里 的 加 X 入 陈 的 集合 间 的 1 一 1 对 应 . 


习题 12 


1 盆 筑 是 次 数 居 上 的 采光 多 聘 式 构 了 的 向 景 说 ; 令 口 表示 微分 个子 , 茵 叫 : 
DD 是 元 男 的 ， 亦 加 Dr 0， 沁 定 号 关 于 (1, 有 关于 (A111 ………， 
Morlffe 一 11) 的 阵 ， 

2 省 证 是 次 数 之 的 实 采 数 允 项 式 物 成 的 和 商 景 罕 尚 ， 井 爸 避 是 线性 算 子 
十 四。 钊 可 : 


1 DD 了 
3， 雇 定 丰 一 忆 ~- 工 潜 于 十 (en eyero-D 的 陈 ， 这 里 
jl 1 UE 
?7 i 

4. 使 入 是 基数 的 集 台 ,大作 实数 的 子 吉 上 同 量 于 同 , 证明 : 里 有 闻 十 三 [复数 共 
辆 数 ) 是 线性 的 ,并 且 丙 定 它 关 于 其 (1 六 的 重 ， 

4. 楷 的 合成 。 如 前 分 入 (i 二 12) 是 和 上 产 蕉 向 量 空间 ， 
基 生 分 (el Bly “ss en) 到 Cf, 万 ， ~“*"s jn,) 分 别 是 这 两 个 空间 的 
基 ， 分 4 及 B 是 筑 , 到 % 内 的 线性 变换 ,而 (em) 与 (8) 分 别 是 这 
师 仿 变换 关于 花 定 基 的 阵 , 针 
(10) od = Zeiss eiB = ZBii, 
于 训 ， 
(LL) ei 十 召 ) 一 ER 十 cB 一 Eo, 十 Bn, 


+ 


这 三 阴 ;， 有 4 十 避 的 池 里 每 个 元 环 可 由 把 (eo) 与 (B) 里 在 向 位 秆 上 
元 壳 相 如 而 待 ， 办 此， 我 们 定义 两 个 X 吉宗 Ca) 与 (8) 的 和 
是 -个 下 X 于 孟 , 守 的 人 门 元 圳 下 er 二 B。 我 何 容 易 验 姓 : 
#1 X 了 把 的 集合 关于 这 桩 加 注 成 一 个 交换 界 ， 事实 上 ,除了 读 号 
方 调 的 其 别 外 ,这 是 第 -~ 童星 提 人 芭 移 结果 的 特别 情形 : =” 维 组 的 集 
合 在 分 量 相 加 的 加 注 下 上 成 一 个 佛 ， 专 障 0 是 每 个 位 澡 上 的 元 来 部 
蕊 0 的 庚 , 击 一 la) 里 在 (5 办 -位 秆 上 前 元 过 是 一 or 上 均 (11) 里 
建立 的 畦 果 -一 -就 旺 吉 ， 如 果 在 线性 变换 与 球 间 有 对 应 4 一 (a) 
用 左 一 18) 峰 芝 十 站 一 Ca) 二 (8) 一 一 等 价 于 毅 4 一 (o) 是 潭 
间 构 . 

次 考察 第 三 个 向 划 空间 和 Ni 它 的 基 是 (8, gy 8)， 倒 
C 是 乱 济 各 ;内 的 一 个 缆 性 变换 ， 填 且 人 (y) 慧 C 美 于 (, 钱 ， 
的 了 天 
C12) fiC 一 TYadts 
i 
(13) eAC)= ( 王 ef | 一 之 oil) = 之 上 Pi 

ok 


i 


这 证 朋 ; 4 的 陈 里 避 ， 4 位 奸 上 的 元 素 荐 之 CY 所 以 这 个 
泣 是 第 一 请 里 定义 阅 积 (a)(y), 
律 乘法 铭 千 合 律 已 在 第 -- 之 的 $6 里 树立 了 , 今 定 分 杞 律 于 
次 ; [162 十 CB]1CY) 的 在 如 -元 来 是 
之 {Co + Br)Yir, 
而 CayCy) 十 BC 的 (2, 各- 范 素 是 
DD wy + 之 Biyyit, 

发 出名 里 分 只 各 前 成 立 得 

[fe 十 5 = (ody) + CA Cy), 
间 弄 可 诅 

CeO) -EH iy} = Ci) 8B) 十 (Ce 有 yy 
我 拉 还 应 指出 ， 由 六 性 变换 的 千 合 律 帮 分 记 律 容易 推 得 关于 让 的 

站 3 了 35 中 


人 背 律 肪 分配 律 ( 泰 看 习题 13 的 第 ] 题 ) 

站 次 查 况 的 是 :元 于 在 和 4 里 的 六 X nm; 隙 的 集合 可 看 作 和 人 入 上 
癌 是 空间 (或 右 向 量 空 关 ); 这 是 很 明显 的 ,因为 阵 的 集合 实质 上 与 
和 上 mp 盖 维 组 的 和 柴 合 相同 。 我 们 有 照 前 面 办 法 定 尺 plm) 是 sn1Xr1 
障 , 写 的 元 素 是 《ay 的 对 应 元 素 的 了 P 倍 , 显然 这 样 得 的 袜 间 是 am 
难 . 如 果 使 用 阵 与 粮 性 变 搞 阐 的 对 应 , 旭 可 把 这 个 讨论 移 用 子 9 
到 移 内 的 线性 变换 的 集合 &(%, 9%)， 但 除非 和 一 下 是 可 交换 
外 ,这 样 得 来 的 Si, 和) 里 粮 量 乘法 与 如 | 及 史 : 里 基 前 选择 是 
有 关 的 ， 

男 一 方面 ， 分 A 三 中， 加 在 $2 里 已 径 知 汗 了 一 种 用 二 的 元 
尝 乘 重 性 袜 换 的 葬 法 ,第 与 基 的 氨 拌 无 共 ， 积 y4(y&€ 轴 取 为 积 
YA 而 全 ( 秩 ,, 泊 ,) 关于 计 个 合成 是 硬 上 向 量 灾 半 ， 至 上 下, 我 个 注 
意 到 ,如 果 (ely ca， ceo) 芷 吕 的 一 个 基 , 旭 eryi 一 ye 所 
凡 入 美 于 这 个 芷 的 阵 是 对 角 阵 


(14) diag {7 .YF. ,YY}! 汪 . 
0 Y 

于 是 ,如 果 (a) 是 4 尖 于 (el ez en); 《fi 五 ，……, 1s,) 的 耻 ， 
则 yte) 是 74 关于 这 两 个 基 的 阵 。 这 就 是 说 ,条 量 切 法 y(e) 与 
7 过 对 应 . 

这 个 千 果 的 田 一 种 说 法 如 次 : 合 4 一 (oa) 是 把 厅 性 变换 
六 ECR. 抽 ,) 与 它 关 于 基 (ely ez seo) (ff) 的 
隔 Ca) 联系 起 来 的 对 度 , 则 这 个 对 应 是 向 量 实 间 8CR,, %) 到 元 素 
在 更 里 的 ma X 为 阵 构成 的 问 量 空间 上 上 的 一 种 等 价 : 这 因为 , 我们 
已 知 4 一 (ze) 是 一 个 茜 间 构 ， 井 且 已 各 验证 了 yA 一 y(a) 的 称 - 
故 、 因 为 陈 的 符 半 是 mmr 维 :所 以 人 CS， 和 %)) 是 win 和 维 ， 这 证 县 
了 于 和 面 的 定理 . 

定理 1 分 Rj(i 二 1, 2) 是 域 盏 上 一 扒 向 晤 空间 ， 闻 令 
SR， RR) 是 贰 到 再 的 左 性 芝 换 的 集合 。 定义 4 十 是 扩 


a 


yA(yYED) 如 上 面 所 证 的 夭 标 其 8 各 9) 其 六 于 这 些 合成 的 一 
个 nw 于 崔 向 量 空 阳 . 

现在 回 到 任意 的 入 这 个 情形 来 卷 虑 , 但 让 咒 = 和 8 二 筑 ， 并 
取 开 二 ey; 于 是 , (a) 是 A 关于 基 《eliy ec ……，en) 的 阵 ， 此 时 有 
环宇 二 名 (外, 舱 ) 到 2 X 关 阵 的 复合 A 的 对 应 4 一 tw)， 在 AA。 
里 引入 加 鞭 与 冬 法 合成 就 把 这 个 集合 化 为 环 ， 我 们 所 得 的 苦果 
还 指出 : 如 果 A 一 (oe),， BB 一 (B, 朋 4 有 十 B 一 2 十 4B) 及 
AB 一 {aX(B)。 茂 竺 重要 前 

定理 2. 令 加 是 和 A 上 雄 向 量 空 间 , (els cay ea] 是 和 
的 一 个 莽 . 如 困 4 是 肖 里 一 个 缆 注 变 挽 ,我 们 把 4 月 于 下 (ei, ea 
en 的 阵 Cm) 与 4 联系 起 京 , 肯 4 一 《wm) 是 轴 里 寿 性 变 折 涵 
人 浏 障 环 A, 上 上 的 一 不 辣 构 . 

如 是 三 
1. 用 搂 性 变 按 的 眉 法 的 猪 会 性 与 分 杞 性 ,证 明 症 的 科 法 的 对 应 性 展 ， 

5, 营 的 改变 . 醉 的 等 价 及 相似 分 (Ce) 是 4E2 有 iD) 关于 
基 keb ez En); 《有 ;天 1 的 伸 。 现在 我 们 要 改变 筑 
及 名 :的 基 , 兰 且 计 算 4 关于 新 基 的 阵 ， 他 全 (aa，mm， mw ) 是 
光 的 新 基 , 这 里 w 二 之 er 井 分 《a oz om 是 加 ;的 新 


基 ,， 这 里 vy 二 DD pp 四; 划 陈 (on 与 (vw) 都 是 满 符 前 , 写 们 前 道 妥 
站 
记 作 Cp) = (p83), (2)7T= (v3$s)， 于 是 ,得 
mA = CDA = TlesAd) = Dainty 


一 浊 四 
= Ppiapvpavy 二 Ziayas 


fy 一 之 iip Ph 
地 
于 是 , 4 的 新 阵 悬 
(15) (a) = Ca) Ce (9) 7, 


这 里 Cp) 给 出 页: 里 基 的 改变 ,而 () 葵 出 抽 ; 里 菇 的 政变 ， 
如 时 对 于 两 个 #1 XX 2 阵 (x) 及 C&) ;有 | 重 CH € L(A, m1 五 
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(CECELkay #2) 存在 ,使 
(16) (0) = pCa) (vp), 
卓识 Cm) 与 (人 是 等 价 的 (或 相 伸 的) 胡 知 :楼 性 变换 4 关于 两 
个 窗 闻 里 不 后 的 蕉 前 任意 两 个 筷 是 等 价 的 。 沪 定 雪 的 逆 也 明 最 然 
舶 .。 这 因为 ,分 Ca) 与 人 56) 的 关系 如 (16), 竺 且 全 4 是 线性 变换 ， 
它 美 于 tei, ep em 与 《fy 和， ;5,) 的 征 是 Co)，、 基 这 个 
和 性 伍 换 关于 (zi zzz tw), (ey fy “ys | 的 陆 是 (58)， 
这 里 
Hi 一 之 pis01, oo 一 Daviafsy (Cp) = ($0). 

次 识 并 = 二 Cr) eo ,6a) 是 一 个 基 ， 分 (wm) 是 

村 甘于 (人 el ea en 的 陈 , 则 ed 一 之 wiiep 布 由 计算 指出 ， 


用 关于 (ay Hy = 之 iiei 的 大 是 


(17) (C0) = Cp (a Cg) 
As 里 这 样 闫 对 网 两 个 陈 时 侯 荐 术 令 的， 也 象 等 价 前 情形 ， 丰 然 
和 = 里 汀 个 征 衣 偶 必 须 而 县 上 只 须 写 们 都 是 司 - -个 线性 变换 关于 和 
上 空间 及 的 两 个 基 的 阵 ， 

在 于 一 节 里 可 乞 , 我 们 容易 给 出 障 的 等 价 和 的 充 要 条 件 ， 但 相 
但 关 题 却 需 要 很 费力 的 分 析 , 我 们 将 在 下 一 上 党 里 钼 运 , 这 里 只 解释 
多 理 这 个 问题 要 使 用 的 方法 . 

俩 ， 我 人 要 起 明 隆 


0 1 &, 0 

I 0 1 工 -,: 山 [a 
(C0) = ， (8) = 

0 0 00... ; 

1 90.0 2 ea 


在 Ca 里 相似 , 这 里 名 是 二 的 天 外 至 同 的 天 次 根 , 丽 妇 基 复 灼 戚 .我 伯 合 用 fo 在 和 
上 一 个 #- 纵 癌 景 案 间 视 里 淡定 一 个 线性 变换 4; 办 法 显 在 册 里 选取 一 个 其 (ery aa， 
6 着 定 克 二 天 了 时， 一 辽 的 二 一 et 他 一 站 时 e4 一 后 于 是 , 要 
亚 昌 我 加 的 精 果 , 战 必 须 翅 一 个 基 [ei Hz 9] 让 对 二 下面 定 党 的 二 有 Wi 二 一 
Eire, 我 情 不 去 合生 辽 进 所 样 找 册 这样 的 Hiy 出生 让: bE; 下 区 的 Hi 

EE A 


| 


大 适 人 台 我 从 的 查 求 ， 首 壬 ,有 有 
给 = 十 Erles 十 … :十 上 ed = iiti, 
其 回国 河 人 二 Ce 6 的 际 是 范 妨 有 旦 得 耳 
1 Sr! ET 1 Te 


i 6 


(4) es 
人 
这 里 上告 ! 都 不 相同 ( 考 弄 习题 7 的 第 工 监 ], 上 页 由 是 一 个 基 。 这 永明 了 相似 注 ,并 且 事 
实 上 指 由 { 生 二 CD) (2) 这 时 Cp) 就 是 上 而 生出 的 陆 。 
于 题 14 


1 亲 明 ; 街 价 及 相 伍 的 关 杂 是 区 身 的 ,对 称 的 及 传 北 的 ， 
2. 新 明 : 如 果 A 竟 特 征 数 是 0, 则 “而 两 个 阵 在 和 里 相似 : 


-1 1 .1 0 .0 
= 1 m= || 
6. 嫉 性 变换 的 秩 空间 与 脑 容 间 。 如 果 有 4 是 和 到 贫 ; 里 前 一 
个 稳 性 变换 , 而 5 读 筑 ,的 一 个 于 空间 ,天 由 形状 如 x1A(xr€ S81) 
的 所 月 阿莉 构成 的 由 S14 是 沈 的 一 个 子 突 间 ， 如 困 x, ESi， 
则 zi 十 yy 从 而 x4 十 yA 二 (x ity Ad EA. 如 果 所 S1， 
区 还 有 axiES: 扩 以, aged = (ordESsd 如 果 向 量 广 , 太 ， 
大 台 的 生成 元 素 ， 则 局; 到 任意 元 素 * 可 表达 为 形状 
袜 6 访 ， 所 以 ,任意 和 4 一 工 名 人 4， 总 得 向量 访 LA fd ,fn 
都 是 S14 的 生成 元 素 。 如 果 坟 构成 各 的 一 个 基 , 则 mm 三 dm 各， 
每 上 4 不必 成 为 S14 的 一 个 基 , 但 无 廊 如 合 尼 个 总 是 生成 元 案 , 所 
应 宙 们 的 个 数 mw 之 dim S,4。 改 知 , 象 空间 的 维 数 不 超 过 原来 空 
唱和 的 准 烙 . 
的 子 空 间 筑 ,4 吓 做 4 的 葡 容 并 ; 它 的 维 数 叫做 4 的 秩 ， 如 
条 (ei es 60) 是 各 的 蚌 , 妈 UA 一 [ed 0;4，……， en4] 
是 让 疝 芋 si4 生成 的 空 闻 ， 所 以 ,4 的 秩 是 挤 个 【ed ea 
em) 的 秩 ， 如 果 fs 五 ， ,) 是 号 PH :个 基 ， 而 sid = 
> it 二 1， 27)， 因 集合 (e146 end) 的 殿 
! 


» 3 


与 4 关于 基 《ety ez em) Cf; 二， fo) 的 齐 的 行 秩 必 等 ， 
这 永明 了 下 面 的 定理 . 
定理 3， 向量 空间 的 一 个 春 性 响 换 的 铁 等 于 4 的 任意 一 个 重 
的 行 著 ， 
其 次 考虑 区 里 能 使 x4 = 6 前 向量 的 全 体 %， 容易 验证 : 
%% 是 ,的 一 个 子 窄 晤 ， 我 们 时 它 艇 4 的 聘 空 间 , 它 的 各 数 叶 做 4 
的 脑 ， 人 本 关 于 4 的 秩 及 腑 的 主要 定理 
定理 4 4 的 秩 十 习 的 腑 二 空间 3 的 礁 敦 江 . 
证 分 (i; 为， %) 是 所 的 一 个 臣 ， 剧 我 们 可 人 以 wn 一 上 
个 向 量 x; 盾 充 这 个 基 使 Cx， zo; ab 23) 设 为 舌 | 的 
直 ， 向 昌 
YX3， dy id, sad ys, vod 
是 秩 空 尖 筑 .4 和 和 % 交 生成 元 素 。 因为 zd4 二 0, 所 以 向 量 xi4， 
,xs 也 是 号 二 的 年 谍 元 素 ， 双 因为 ,如 时 
BlxAd) 十 B(xrsAd) 十 十 有 Kx) 一 0， 
MCDBx) A = 0 而 Bri EN = Tz 本 ,十 ]， 但 集合 (xn， 
A Fly Ty) 是 -一 个 线性 无 关 的 集 台 , 鞠 扒 知 上 访 有 Bi; 都 
等 于 0。 内 中 ， 向 量 各 4，-… ,入 ,oA 是 线 竹 无 关 的 ， 所 以 ,如 
内 分 yi 三 x4A， 央 fy 六， yz) 是 物 A 的 一 个 基 ， 臣 
dimsi 4 一 站 一 世 一 2 站 一 (4 的 及 )， 定 理 辟 如 有 了. 
他 把 RA 的 基 Cy 了 29 "ns Ju 补充 成 %, 的 一 个 其 (yy 
2 得 关 科 
xA=y: GG=1,2,.., 0 — »), 
zi 二 0 (= 1 »), 
这 就 永明 了 4 了 甘于 基 《zl xpy 3) 
…，mmrp) 的 血 是 
p 
(18) diag {1, 7, 1, 0, 0)°, 


1) 我 从 使 用 [14? 呈 引入 的 这 个 有 法 来 表示 一 个 阵 , 它 的 非 竺 元素 仅 出 现在 (1 , 1)， 
(2 2 位 症 . 上 . 


. 0 * 


如 果 这 两 个 蔓 关 于 原来 基 {kely ec， en) 上 及 (天 万 1 的 
隘 旷 序 革 (x) 及 (四 ， 则 由 前 节 的 结果 天 《ae 交 2 是 阵 (15)， 
个 数 是 也 (wy 的 行 特 ， 这 证 明了 下 面 揭 定 理 . 

定理 5 为 时 《ae) 是 元 素 在 际 环 A 星 的 一 个 下 X 辐 陆 , 和 而 
(ed 有 行 忽 p; 则 Ca) 与 (C18) 里 艇 出 约 障 等 价 ， 

如 果 (em) 与 “&) 大 等 价 障 ， 基 可知 宪 们 得 作为 同一 个 炎 性 变 
换 妈 的 阵 .《g) 的 行 秩 及 (2) 的 行 猴 帮 与 4 的 秩 相 等 ,因此 等 价 重 
有 相同 前 行 秋 ， 皮 过 类 ,如 果 Ca) 与 (64) 有 相同 的 行 秩 p, 旭 这 丙 
个 阵 痢 与 同一 个 取 4187) 等 价 ; 所 以 它 灯 也 是 竹 价 的 . 

定理 8 元 素 在 陈 环 入 明 风 两 个 加 X 心 罕 是 等 价 的 必须 
而 且 只 须 宅 们 有 相同 的 行 鞭 ， 

今 考虑 委 , 到 各 内 的 一 个 线性 变换 4 是 等 价 的 条 件 ， 因 为 4 
是 一 个 同意 ,所 以 4 是 1 一 1 的 必 顷 而 县 如 顷 雍 和 的 核 所 二 0。 显然 
先是 有 4 了 鹏 空间 ， 所 以 ,4 是 条 到 我 二 的 一 个 1 一 1 变换 必须 而 
生肉 秆 :1D 入 二 0; (2) 和 RA 二 入， 在 和 二 和 %, = 民 这 一 个 特 三 
情形 ,这 两 个 条 件 中 只 要 随便 取 一 个 就 够 了 ;这 因为 ,如 果 先 二 0， 
如 4 的 秩 二 dim 质 二 wn， 淫 筑 4 二 各 男 一 方 而 ,如果 质 4 二 江 ， 
则 过 的 秩 = 而 4 的 狂 = 0， 所 以 ,下 一 0. 

必须 指出 ， 如 时 芷 是 等 价 的 ， 剧 它 的 赣 变 换 4! 了 出 入 等 价 的 ; 
这 种 灾 让 请 者 来 证 朋 ， 一 个 向 量 空间 到 寂 自 身上 的 等 价 关于 积 远 
算 构 成 一 个 看 ， 如 果 有 4 是 站 里 一 个 税 性 变换 ,而 (a) 是 它 关 于 基 
(es ea “64) 的 陆 , 则 4 在 全 里 是 -个 等 价 必须 而 且 只 须 Cw) 
是 一 个 单位 。 获知 , 先 里 等 价 的 将 与 A 里 匡 黎 但 前 本 L( 人 A 2) 
同 构 ， 前 者 叫做 向 量 空间 % 里 的 全 信和 钱 性 芭 


习题 15 


1， 让 明 :如 果 (9 R39) 而 芒 : 与 二 部 星 扫 (的 子 空 间 , 则 
{Gl + 1 .4 三 GLA 十 ld , 【 疡 : nn Hnd4 所 LA 廊 Wat. 
2, 帕 朋 : 知 果 (ay 及 如) 是 元 未 在 入 里 的 趟 妆 阱 , 央 10) + (用 ] 的 ( 行 ) 
秩 和 (9m) 的 秩 +( 有 } 的 和 寥 。 
3， 计 铀 :如上 水 {9) 是 一 个 mxa 庆 ,| 遇 CBD) 是 一 个 四 X 户 际 ， 它 悦 的 元 素 部 在 所 
单 , 则 


fo) [和 的 向 芯 Inin C06) 的 丙 , LB) 的 秩 ) 


] -2 3 
人 一 全 一， 吉 
事 稍 位 [ 癌 相 人 ?使 (faofo 7) 成 为 (18) 的 形状 ， 

5. 【〈 费 甘 ). 如 果 4 是 咏 里 一 个 焰 性 变换 ， 兮 3 是 对 于 基 什 mr 能 贫 
zn 一 站 的 向 时 = 的 集 侣 . 灶 且 命 全 是 昕 有 向 空 间 江 A 人 二 12,…-) 的 诡 。 坦 
央 ; 3 及 写 都 大 了 举 间 , 井 肯 呈 器 二 3 鲁 包 . 

56、 碍 啊 : 4 拒 第 5 时 的 3 及 合 有 鼎 到 它们 自身 内 ; A 在 3 里 是 元 势 的 中 在 后 
里 是 一 个 等 价 ， 应 用 这 个 糊 菏 旋 明 : 入 ;里 生意 泪 与 形状 如 

(8 0 | 
o Cn 
的 际 煌 似 , 这 了 时 {8B) 是 元 势 的 ,而 (7) 是 滑 秩 的 ， 
7. 坊 性 方程 组 ” 订 有 左手 线性 方程 粗 
二 etll 十 E00 二 -十 二 von = 名， 


Ee 十 Eee 十 -十 Eena 一 全 


mr 


G0 十 E02 + + Em 一 全 

这 里 ow 成 5 部 是 除 环 A 里 答 定 的 元 过 ， 我 倍 要 在 和 4 里 捞 出 
解 &; 一 Bj 万 果 名 三 记 适 全 这些 方程 ， 划 改 wx- 维 组 {8B,, BB,， 
Be 基 一 个 解 ， 如 果 (08 有 8) 及 (Bi, 局 ，:-,，B,) 
是 (193 的 两 个 解 , 如 【yy ya) 是 在 (19) 里 到 语 二 7 所 得 
齐 次 方程 组 的 … 个 解 ,这 里 Yi 二 启 一 BB， 反 过 来 ,如 果 (B,, B,， 
是 (19) 的 一 个 解 ， 而 (yi ya ys) 是 齐 次 方程 外 的 
一 个 解 , 旭 (58 请， ,Bs,) 是 (19) 的 内 一 个 解 , 这 里 席 三 房 十 
7 ， 这 就 姨 明 了 :如 果 (19) 有 有 解 , 则 我 们 要 得 出 (19) 前 解 是 求 这 个 
方程 组 前 一 个 特殊 解 , 及 难 应 刘欢 方 程 组 的 所 有 解 ,然后 把 齐 次 方 
程 粗 的 所 有 解 加 和 到 这 个 特殊 解 去 ,就 得 (19) 的 所 有 解 ， 

所 凡 ,我们 首先 要 涛 结 人 9) 的 解 的 存在 问题 ， 引 天 向 量 m = 
之 
是 闫 稚 实 尖 马 的 一 个 基 ， 则 立 部 知 (BBB 一， 8 是 (19) 的 
一 个 解 必须 而 且 只 须 序 适合 
(20) y= Bret But -+ + Br 
及 以 (C19) 是 可 佣 的 必须 击 作 旦 组 # 时 甘于 zw; 1 ,zw 著 性 相 


4。 如 客 


(19) 


» 42 4» 


美的 ， 另 -一 耕 面 , ”关乎 癌 线 性 相关 必须 而 县 只 须 
Crer, tt2y "**» n,) 的 扶 一 人 【al RE 2 的 徐 ， 
而 这 个 等 式 要 成 立 必须 而 旦 只 顷 阵 (a) 的 行 秩 等 于 增 广 随 


ol R12 Rn 


Cal O23 "Im 
21 

nl Cpa" Cn 

已 3, 人 


的 秩 ， 蛙 别 是 ,如 果 A 二 奋 是 可 交换 的 , 惠 有 下 面 的 

定理 7.。 和 如果 绕 性 方程 让 (19) 的 ow; 及 茄 在 域 轩 里 ， 央 {19) 
在 硬 星 有 一 个 解 一 BB 必须 而 且 只 须 柔 数 的 康 (a) 与 堆 广 阵 
《21) 有 相同 的 行列 式 秩 ， 

其 次 考虑 了 到 5 二 0 所 得 的 齐 灾 生性 方程 家 ， 要 讨论 这 个 方程 
粗 ， 我 们 5] 进 以 (ei, ez, ,en] 为 基 的 一 个 二 杰 向 量 渤 显 各 , 逢 
且 售 4 是 芒 性 变换 , 忒 甘于 基 (el ea eg) (所 ;jy) 的 
全 是 ee? 则 按 .E 面 的 本 法 ,向量 到 一 上 4 而 (By 用 ， …, 有 ) 构 
成 齐 娱 无 程 胡 前 一 个 解 必 须 市 六 只 绍 Dp; = 0 因为 wj 二 ei4， 
这 就 等 于 条 件 【 开 PieD)4 二 0， 所以, (B., BB, :… ,局 ) 是 一 个 解 
必须 市 且 只 编 之 Brei 在 4 的 月 容 间 针 里 ， 如 果 » 是 4 的 钢 , 则 有 
先 的 一 个 基 (zy 32 20)!; 各 时 2 二 守 BiDe; (一 二 2， 
v) ,如 

(BD, Bl, 1 , BE), 7, (BI, BY, --», BY) 
是 齐 奖 三 程 租 的 ( 左 ; 稳 性 无 关 解 的 一 个 集合 ， 人 性 痪 解 (8,, B,， 
,Bw) 是 这 些 解 的 入 性 粗 合 ， 由 于 秩 与 觅 章 的 关 柔 知 v 二 4 一 p， 

这 果 吕 是 障 人 ay) 的 行 秩 ， 族 待 F 面 籍 朱 ， 

定理 8. 信之 0 二 0 (i 二 1,2,'…', ty) 是 本 手 讲 次 方 


程 竹 ,并且 令 (a) 的 行 我 为 p, 则 有 = 一 P 个 戌 性 无 关 解 (Bf B50， 
《一 1， 2 一 让) 看 在 使 方 笨 超 的 任意 解 是 这 王 
条 的 一 个 二 入 性 址 全 


这 个 定理 前 :一 个 十 接 捧 戎 基 硬 2?: 含有 元 于 阅 个 未 知 量 的 六 
个 卉 次 方程 钥 超 - -人 非 他 壹 解 ， 必 须 指 避 , 在 可 变换 的 情形 ;上 击 
命 晤 中 的" 在" 字 可 以 婴 南 ,并 且 用 行列 式 秩 来 代替 秩 。 
滥 题 16 


I， 诊 取 和 为 记 理 数 城 , 荣 下 面 矿 种 彰 折 并 的 解 : 
2 一 二 上 一 0 
让 1 十 言 。 一 专 ; 十 2 一 人 站， 

4 钻 : 士 E ts+ 让 一 人 ， 


8. 右 向 是 空 漳 里 的 线性 变换 。 如 果 入 及 第 是 吝 向 量 实 间 ， 
基 定 义 和 % 到 加 内 的 一 个 线 体 变换 为 % 多 吕 内 一 个 映照 全 
(22) (x IIA 和 At yA xa) 4 = (x'A)a, 
对 于 R 里 所 有 xy 及 A 里 所 有 a 项 成 立 ， 关于 左 间 量 空间 
的 讨论 可 通过 一 二 写法 上 的 改变 而 转移 于 大 向 上 罕 间 上 ， 如 全 
(el ea + en) 及 (jh， 户 ， yy 太 顺序 是 对 上 入 的 基 , 命 


(23) 4 = ET fo (一 上 2， "1), 
并 把 

Nn lz 全 Le 
(24) Wa 0 tn, 


a Enr2 ny 、 
叫做 线性 变换 4 关于 给 定 的 某 的 征 ， 应 该 指出 ,C24) 是 (23) 的 宇 
妇 的 季 数 库 的 折 转 阵 ， 与 前 此 一 样 , 健 的 和 对 应 于 线性 变换 的 和 
但 积 的 情形 与 在 左 向 量 字 间 前 情形 不 同 ， 融 〔 申 加， 入) 是 
% 的 一 个 基 , 和 着 且 分 是 到 哆 丙 的 一 个 入 性 变换 合 (B7 是 
B 关于 基 (下 万， 交 CB 可， 的) 的 陈 , 则 
1B = FaiBas 个 二 12 


所 以 、 
eAB 一 (¥ os ) B= (fh = YD mban = Dery, 
了 了 了 二 


1) 夯 看 习题 4 的 第 3 亚 ， 


和 


这 里 yw 二 3 Baw。 因此 ,，C 一 45 的 随 是 积 (B)(m)， 而 不 是 


前 而 的 (a) (8), 

如 家 2' 二 2(R'. 各 ) 表示 咏 到 证 自身 内 的 强人 性 变换 环 , 且 
挤 性 变换 与 定 们 关于 一 定 的 菇 (ei, e;，-**，e») 的 腾 之 辣 的 对 应 
4 一 《ea) 现在 是 一 个 反 自 同 构 . 所 以 , 它 是 ! 一 ! 的 , 圭 且 了 特 的 和 
对 应 于 绥 性 变换 的 和 ， 但 与 线性 变换 的 职 对 应 的 中 对 应 阵 取 诞 序 
的 积 ， 环 & 与 陆 环 A 成 反 阅 构 , 所 以 也 与 A 上 = 稚 左 向 量 空 间 
里 黎 性 变换 环 £ 威 反 同 构 . 

基因 【ai cb， 的) 收 变 为 (1, 二， 二)， 这 里 本 一 
己 eipr， 及 基 和 由 (用 太太) 政变 为 (ol 站， v%)， 这 里 
ap 二 局 v6; 上 友 映 在 4 的 重 的 收 变 是 由 (a) 变 为 

(全 = (Cy) a) Cp). 

如 盯 在 和 V 一 吃 一 贷 里 单 使 用 一 个 基 , 朋 把 基 改 变 居 ,4 的 硬 (a) 
就 蒂 它 的 相似 年 Cp)-TCa) (Cp) 所 代替 ,这 里 fo 葵 出 基 的 政变 

前 此 关于 秩 及 月 的 讨 葡 可 以 不 用 收 蛮 而 移 到 右 疝 量 袜 关 里 
来 . 4 的 秩 现在 是 卡 的 障 的 齐 诛 ， 由 此 可 网 等 价 阵 不 但 有 相同 
的 行 秩 , 开 有 相同 的 列 秩 ， 我 们 已 知 ,任意 阵 ( 轨 ) 购 与 一 个 “ 范 ? 臣 
(18) 等 价 ， 双 由 定义 直接 知 , 阵 的 范式 有 相同 的 行 秩 与 玛 鞭 。 所 
以 ,任意 阵 (o 的 行 秩 与 列 秩 体 同 、 这 个 结果 仿 述 藉 

定理 9， 企 意 隙 的 行 牧 与 京 竹 相同 。 

这 全 车 果 的 更 接近 几何 的 岂 一 舟 明 电 于 $ 12， 末了 ,我 俩 要 
提 到 的 县. 大 手 绑 性 方 各 乌 的 理 窒 可 完 会 搂 上 面 关于 左手 方程 组 
的 趣 广 作 类 做 的 发 展 ， 只 要 用 右 向 量 空 稍 代 蔡 左 向量 空间 就 可 以 
了 , 

习 天 1 

1 项 吉 手 矿 程 糙 钱 还 定理 ? 的 类 位 定理 , 开 作 藉 明 . 

9. 线性 责 数 ”我 们 在 间 旺 空间 矶 上 鲁 定义 线性 男 数 为 咒 基 
入 内 的 -一 个 映照 x 一 f(x) ,使 

Hx y) = + Fy) fax) = oflx), 


妇 果 我 们 按司 例 用 
(十 Bf = fr + gix) 
来 家 六 王 个 这 样 映照 的 和 , 任 且 用 
Cf Cx) = fp 
定义 积 册 , 鼻 里 zy&€ A,; 央 得 A 上. -个 右 向 量 空间 各 < 这 个 苦果 
可 以 得 接 验 狂 的 ; 但 把 这 个 结果 机 入 3 2 所 葵 思 的 郁 性 变换 的 一 
般 理 论 中 , 刚 更 易 稍 刁 . 
为 着 这 个 目的 , 我 全 要 部 住 : 一 个 轿 性 丽 数 恰 是 筑 浊 一 条 向 
量 容 于 和 内 的 一 个 线性 变换 ， 在 向 量 空间 A 里 ,因为 右 乘 变 稳 
pr 一 二 使 
(EF = (E+ We= Ent ne = Ep + nn, 
ab) = Cut = alép) = alé pm), 
故 右 药 变换 睛 是 向 量 空间 和 里 一 个 和 线性 变换 ， 我 们 还 知 , 到 
< 内 的 郴 性 变换 的 集合 在 加 法 干 蚌 一 个 迹 痪 等 ， 商 筑 到 入 内 的 
一 个 线性 变换 与 A 到 六 自身 内 的 一 个 线性 变换 的 积 是 旬 到 么 
内 的 一 个 线性 变换 所 以 , 如 果 了 ,zg E28(R, A)， 基 了 十 gg 及 
fr ER(R,A)。 因为 上 曾 答 出 的 fy 的 定义 内 是 积 fy, 故 
(f+ p= + p= ft ep = gh， 
Rg) =FetD = = ft p= f+ fo, 
Fw) = fe) 一 天 pr 一 (fat = (pp, 
央 二 逢 ,一直 
这 琴 朋 了 上 曾 的 论断 : 著 性 曾 数 的 集合 六 是 入 占 间 量 空间 ， 
我 抽 听 才 做 向 最 空 关 关 的 共 志 罕 关 . 
令 识 站 是 有 限 雁 向 量 空间 ， 有 姑 为 (ob 62，…， en), 用 禾 性 
醒 数 了 可 南 值 其 er 二 oi 完全 庄 定 。 不 仪 如 此 , 对 于 仔 音 a € 和， 
训 有 --… 个 矿 性 图 数 存 在 使 Fe) = ww。 如 果 > 一 二 名 er I(x) = 
工 6ier。 我 个 还 可 把 这 些 和 因果 用 陆 滤 出 如 坎 : 如 果 于 基 一 个 篇 堪 画 
数 , 许 且 ai) 二 ow, 则 可 合用 分 里 的 二 1, 而 志 fei) 一 wl4， 于 
是 ,我 位 知道 ,了 关于 Cals ea yy eof) 的 孟 基 


= do 


(25) 


oy 
这 样 我 们 就 在 Six* 与 元 素 在 入 申 的 xn x 1 陆 的 集合 间 得 出 一 
1 一 1 对 应 ， 闪 这 个 对 应 下 ,和 和 由 保持 对 应 , 到 科 还 立 知 ,如果 1 
有 牌 525), 剧 fx 有 阵 为 
op 
仪 2 
tat 
让 上 划 三 上 见 , R%* 与 w- 维 组 (法 纽 写作 而 ) 的 夺 向 量 衬 间 等 价 ， 芍 知 
RA 上 共同 量 空 间 . 
依 下 面 汇 法 导 则 上面 精 果 可 更 上 内 明晰 。 如 果 (ely eay ca) 
性 和 全 上 转 的 一 个 基 , 我 合用 厂 称 
(26) ee = (i712,..*,#) 
来 定义 艇 性 图 数 的 一 个 集合 Ce? ， ce ，-…，o7)， 这 里 1 天 7 了 时， 
6 一 0 而 :一 了 时 8 一 1， 则 关于 ej 的 稳 性 羡 数 本 ce?ai 的 值 是 
之 cafe 站) = 之 eei)oi =m 12 


并 且 由 此 可 推 知 , e? 构成 A 上 半 * 前 一 个 基 ， 为 此 ,如果 是 任 
意 简 性 丽 数 ,而 fien) 一 oj 如上 二 于 cfm 对 于 ef 有 同 --- 的 值 ， 于 
是 ,了 二 于 ets， 次 分 工 池 ez 一 0, 剧 由 上 面 方程 指出 每 个 gj 二 0; 
故 知 oe 是 线性 无 美的 ， 茹 fe, ee) 时 做 Ce es ;65) 
的 余 基 , 这 样 的 基 在 后 面 占 重要 的 地 全 ， 
铸 题 18 

5!， 广 明 : 右 乘 变 杭 是 向 量 上 空间 和 里 的 唯一 稻 性 变 棉 . 

10. 有 限 厅 空间 与 它 的 共 地 空间 之 间 的 对 偶 性 ”但 :* 是 空间 
污 里 一 个 固定 向 景 ,六 分 了 上 周 历 各 的 共 吉 空间 各。 划 上 旺 有 同 了 一 
x) 是 吕 * 汉人 生 内 的 个 映照 , 为 着 强 葛 表示 我 们 是 在 姓 进 了 ER* 
的 画 数 ,所 以 用 xf 来 代 壬 f(x)， 因 为 


CL 


xi 十 8 一 《fg 信人 一 天 ws) + glx) = x + #8), 
x(fo) 一 【fat = fs)a 一 区 站 ws 

矶 xf 站 县 线性 章 。 故 知 , 每 个 向 量 xE 角 决定 定义 在 RR* 上 的 悉 
考 窗 数 的 ( 丰 ) 向 荆 空 惠 器 ** 的 一 个 元 洛 x 人 (站, 

其 如 ,考虑 委 到 肌 们 内 的 且 昭 x 一 六 的 性 帮 ， 普 先 ,因为 

(zt = fr 7 =) + fy) = x + yl, 
这 说 朋 与 * 十 连带 的 南 数 是 xf 与 yl 有) 后 和 ， 飞 因为 

(Cox)(f) = For) = af(¥) = ax{), 

靶 与 ax 这 带 的 各 性 殉 数 是 与 + 器 带 的 米 性 图 数 辣 a 倍 ， 所 以 ,这 
个 蜡 昭 是 贡 玛 信和 烧 内 的 炎 性 变 揽 。 次 证 ; x 一 x( 有 ) 是 1 一 1 的 . 
这 只 复姓 明 : 如 果 对 于 所 有 使 x( 有 二 0, 则 x 二 0 这 是 显然 
的 ;因为 ;如 果 * 拓 0, 则 可 让 x 作为 基 (ej, ea en) 的 第 一 个 
向 量 ek， 我 们 已 知 , 对 于 任意 葵 定 的 ,有 一 个 生性 茵 数 了 存在 使 
f(ten) 三 aj。 特别 是 ,9 找到 一 个 了 使 f(x) 二 en) 天 0， 

至此， 我 们 已 经 证 了 明了 有 鼎 申 x 一 xz( 站 是 筑 测 我?# 内 的 一 个 
1 一 ! 线性 变换 。 所 以 ,如 亲本 洗 示 篆 窟 天, 则 dim 全 二 dim 和 二 p， 
劝 一 方面 ,我们 已 知 , dim 让 一 dim RR 二 dim 各 入 大 dm 人 5 二 
dim 和 it， 这 自然 可 推出 扣 = 筑 叶 内线 得 莘 有 性 的 畏 欧 : R* 上 
每 个 线性 出 数 可 从 划 里 基 -- 个 癌 量 x 的 x( 有 ) 得 出 ， 这 就 是 重 
要 的 对 惕 原 下 : R 可 使 与 各 * (十 烛 性 两 数 的 空间 ) 的 其 王 实 了 天主 
合 ， 作 为 这 个 结果 的 第 一 个 应 用 ,我 们 来 证 及 下 面 的 定理 ， 

定理 10. 各 和 《er ee) 是 的 一 个 基 ， 央 中 有 
一 个 基 (ec ez es) 存在 使 ae*(ey) 一 64. 

话 ” 我 何 蕊 知 . 在 竺 * 蜂 可 我 到 -一 个 基 Ce 2 


衬 是 迷 定 的 此 【 (Cer + crs “Te es) 的 余 基 ,; 亦 即 es" (er?) = 全) 性 
在 筑 里 存放 有 问 量 es es、…… ,en 使 ef (oe) 二 eCe}$)(i,j 二 1; 
2:，'…， ?这些 向 量 活 合 定 理 的 要 求 . 


其 次 要 证 : 胃 的 子 罕 间 与 间 的 夫 殊 空间 名 * 的 子 空 时 之 间 的 
丁 反 关系 ， 如 果 悟 量 肝 的 一 个 子 宗 间 ,合式 全) 是 向 量 gER* 的 
全体 ， 它 对 于 与 里 研 有 7 前 使 g(y) 二 0 的。 显然 华 合 KG6) 是 


48 。 


”的 一 个 子 空间 ,我 们 叶 宅 做 与 全 关联 的 Re 的 子 空间 , 辣 理 ， 
如 果 扣 < 是 名 * 的 一 个 子 突 间 , 则 得 与 6* 关联 的 子 空 骨 7( 全 和 ), 这 
个 竹 空 间 由 对 于 所 有 gE 全 * 能 使 gly) 一 0 的 向 量 ? 构成， 如 果 
名 | 己 Ge， 显然 j{ SD 三 放 Sz), 就 是 说 , 对 应 名 一 区 6) 是 拱 的 子 
实 间 的 格 LC 和 %) 到 有 + 的 子 空间 的 格 LCR*) 的 反 序 对 应 。 显然 
还 有 式 放 全 )) 己 后 ， 砍 证 下 面 的 引 埋 ， 

引 理 ”对 于 任意 驴 己 筑 , dim j( 全 ) 二 一 dim 全, 而 对 于 企 
次 后 + CC RY dim jG*) = » CO— dim SE*, 

直 由 于 负 刁 和 R* 间 的 对 侦 性 ， 所 以 只 要 就 朋 引 理 的 前 守 段 
座 法 就 够 了 . 全 人 台 直 筑 的 一 个 子 案 间 ;着 全 《my zz， "wp) 是 
策 的 一 个 基 , 恒 (ai rr) 是 白 的 一 个 基 ， 合 (全 
tt) 是 员 * 的 余 基 ， 令 设 g 二 工时 房 E 攻 GE) 则 (工地 BJC) = 0 
他 一 1 2 yy)， 但 (工人 Be 一 岂 收 和 一 之 替 B。 友 


rel 


过 来 ,任意 线性 形式 8 一 之 志 Bi 适合 gC1w) = 00= 1,2,'… ,7), 
r 二 1 

故 对 于 每 个 ?后 :也 有 8 二 0， 于 是 , 7S) 二 [nb aa *'*， 
sj， 所 以 , dim 二 +, 而 dim j(S) = 二 na 一 + 

这 个 引 理 的 一 个 交接 推荐 是 ; 对 于 任 痊 全 及 S*,j(j(S)) 二 信 
及 i(i(S*)) 二 6*， 这 因为 , 已 知 j (7( 人 S)) 己 5; 井 且 和 如果 
dim 人 SG =r,AN dm NS) = (1?) = += dmn, 由 此 刘 
扒 得 6 一 j(j(S)). 

改 知 ， 上 映照 名 一 艺名 ) 是 (各 ) 到 LCR*) 上 的 一 个 1 一 1 映 
有 照 ， 如 果 六 SD) = 藉 S)， 则 各 一 i(i(S)) 一 代 拒 人 oa) 7) 二 久 ; 而 
且 和 如 时 g 是 工 (和 和 的 任意 元 素 , 旭 人 一 尖 的 ,这 里 E = ;从 站， 


强 题 19 


1. 租 明 ; 如 果 信 字 人 是 -一 个 烙 浊 画 -- 修 格 上 前 一 个 1 一 1 友 训 对 上 应， 
i 十 SG = GN Es WM SN Es = SL + Es 

2, 令 f 是 级 上 一 个 粮 性 而 甫 , 而 7] 表示 在 拒 的 于 空间 售 上 的 短 久 , 区 即 了 是 
映 膨 ? 字 光 苛 , 这 里 交合 。 许 明 : 栈 妥 ff 祝 了 是 名 + 到 语 上 入 性 画 获 的 空间 与 * 内 
入 一 个 楼 性 变换 ， 睦 明 : j( 襄 ) 大 这 个 变换 的 脑 纤 关 ; 并 床 明 1 六 了 是 了 R* 和 名 * 上 的 


和 


一 个 映 腹 ，。 
3. 诈 明 ;如 寻 #*+， 压 ，"**， 线 是 米 性 元 关 的 炎 性 国 数 , 利 有 向 最 2&1, 2 
存在 ,使 f(a) 一 66 人 一 1 2 人， 


]1. 继 性 变 撞 的 折 转 ”全 4 是 %i 到 第 ;的 一 个 线性 变换 ,并 
全 了 旺 定 义 在 筑 . 上 的 一 个 种 性 疯 数 ， 央 映 甩 一 f(x14) 是 定义 
在 筑 , 上 的 一 个 线性 范 数 ;理由 ,因为 这 个 映照 不 过 是 4 与 了 的 积 ， 
亦 即 
{27) CAD LIED = fxd). 
今 分 了 在 般 的 共 辆 灾 闻 Rf 上 变 , 其 得 RB 到 9 丙 的 一 个 所 有 昭 
f 一 Af。， 由 分 配 律 得 
Atf+ g)= Aj+ Ag 
及 由 和 结合 律 得 
好 01 站 一 人 向) = (ADp, = (ADp, 
赦 知 这 个 块 照 是 线性 的 ; 我 们 把 秆 > 到 全 内 的 这 个 线性 变换 
f= A 是 仇 二 的 折 昔 , 记 做 A 于 是 F 一 4 这 里 市 端 的 AI 
是 4 与 1 的 积 , 
其 座 , 考 让 映照 4 一 全 的 性 盾 ， 首先 ,如 果 B 是 2%, 3,) 
的 另 一 个 厅 性 变换 , 刚 4 十 BER(R, %)， 
IA+ B=(A+ B= Af+ BY 
=f14A* + 1B* = 4* + 8B*). 
故 得 
(28) (A+ B= A*+ HB* 
邻 分 轴 ; 是 第 三 个 向 量 空 商 ， 并 全 C 是 对 到 ga 内 的 一 个 粮 祭 变 
摘 ， 则 AC ERCR,, 筑 )。 所 以 ， 如 果 AERY, 且 AAC)* 一 
(AC)AE RF， 易 一 方面 ， 
ACACI* = (CAC = ACCH) 一 As) 
= (CAO) 一 人 Cs 
这 就 证 明了 
(29) {AC)* = CAs 
这 些 辐 果 当 然 也 适用 于 右 人 向 盖 寥 闻 ， 特别 是 ， 如果 4A* 是 税 


日 SO « 


性 图 数 掏 杰 向量 室 并 对 草 右 向 量 空间 号 : 内 的 一 个 戌 性 变换 .如 
我 梧 可 把 %** 到 R22* 内 前 扩 直 变换 与 它 联系 超 求 ， 这 里 呈 " ”是 
只 ”上 巷 性 琴 数 的 左 向 量 空间 。 另 一 万 而 ,我 们 有 RE” 到 损 ， 上 的 
自然 等 价 ， 而 这 些 使 我 和 伞 能 能 定义 各 到 入 内 与 4A* 的 折 转 成 对 
应 的 一 个 黎 性 变换 。 这 个 变换 时 侯 在 各 到 物 星 A 的 折 芋 41%. 
售 决 定 RW? 各 呈 内 的 答 定编 性 变换 4 的 变换 4， 分 1 在 腊 
了 上 变 , 间 且 分 * 是 筷 , 里 确定 的 向 其 , 划 映 用 

i> (fA (fA) EA 
起 RR 上 一 个 简 性 图 数 ， 于 是 , 存在 闭 唯 一 决定 的 向 量 xz€W; 使 
对 于 所 有 1€ Ri}， 
C30) UGA) = fA*) = tf) fr) 
丰 立 ， 上 故 得 xi 觅 到 x 的 一 个 映照 4 装 ， 上 面 衣 全 指出 这 个 映照 
是 纯 性 的 ;这 也 可 尽 利 抄 了 予以 吃 证 . 

信 将 证 阴 : 两 个 对 应 4 一 4* 及 4 4 是 百 省 的 ; 亦 朗 : 
如果 天 是 4ERC9 和 的 折 请 ,期 相 各 | 到 8 里 4* 的 打转 是 
4， 疼 日 如 果 4** 是 在 各 到 和 里 ER 9 的 折 畏 ， 央 
4 的 折 畦 是 4*， 要 诈 前 者 ,我 何 由 A** 的 定义 知 , (dr) = 
fed 于是 , fx.4) 二 有 vA*), 而 fx14 一 XA) 二 人 对 
于 所 有 都 成立 ， 但 我 们 已 知 ( 乱 看 $10)， 由 此 可 和 蕉 得 x4 = 
x 对手 沂 有 x 成立 ,页 4 = 4 下 要 证 后 省 ,可 使 用 关系 

(FAT) (rx) 一 x) 一 (fA) 。 
因为 这 对 了 所 有 = 部 成 站 ,所 以 了 A* 一 TY 从 抽 A 二 A 
四 比 下 知 , 上 是 照 4 人 人 是 RK, 筑 ,) 到 CR 和 FP) 上 的 1 一 1 上映 


二 (和 RR 及 一 CNY， 新 *) 这 种 特殊 情形 ， 映照 
4 A* 是 这 两 个 环 关 的 一 种 反 辐 构 ; 这 易 由 1 一 1 性 及 方程 (28) 
与 (29) 得 出 . 

12. 折 炉 的 障 。” 分 4 是 所 浏 筑 内 和 的- -个 千 性 变换 ， 并 会 
(el ea cn); (fy 这 两 个 空 基 的 果 ， 在 空 幅 
尖 i ,RY 里 取 余 相好 ,六 六， 


* 51 * 


ce) = 6, Plfs) = pg, 
今 发 (a) 及 (8B) 顺序 是 4 及 它 的 折 畏 关于 这 些 基 的 阵 , 则 
ez 一 7 A 一 Tel Bis, 
如 
因为 入 (eiA) 一 闪 4 (Ce 所 以 
A PAGE 
» 
于 是 ,we 二 Bes; 而 (a) = (8). 的 他 话 训 ， 如 里 让 和 %; (i 二 1, 2) 
办 及 在 (i = 1 2) 里 便 用 相 余 的 基 , 划 4 的 阵 与 4 的 白 炎 的 了 
信和 
这 个 精 果 或 省 有 点 突然 ， 寂 的 如 明基 于 左 向 量 空 和 湖 与 右 向 量 
符 间 里 嫉 性 变换 的 耳 的 完 义 ， 在 妨 二 四 是 一 个 域 的 特 束 情形 下 ， 
这 结果 通常 以 厅 种 不 同形 式 出 瑰 。 本 书 考 虚 的 空间 惯例 都 是 左 
向 量 空 出 ,让 可 由 以 wx 代 xa 来 实现 。 二 是， 上面 导出 的 关系 
让 全 一 全 cf oze 可 训 为 


RA* = 全 caia = > mg oF 一 之 ae ， 

这 里 agy 一 aiq 所 以 ， 如 果 把 gs 作为 在 向 量 空间 ， 则 4* 的 障 是 
4 后 碌 {ww) 的 折 圭 各 fa ， 各 果 筑 ,二 兄 = 入 , 且 蚁 序 得 弹性 变 
换 环 中 一 8( 和 ,加 ) 与 (RR*, RR*) 到 障 环 有 上 的 同 构 如 一 (aey 与 
4 一 【o7， 因 为 4- 4* 是 一 个 度 同 构 , 故 知 映照 tq) 一 (a) 是 
,里 - -个 反 同 构 , 亦 即 (o 一 (Co 是 1 一 1 对 庶 , 帮 有 

lta) 十 (8 让 一 (二 1B7 [af = (BY C0 
这 个 当然 贻 可 以 直接 验证 的 . 

人 回复 和 任 和 党 除 环 这 个 一 般 情 形 ， 莽 且 在 一 个 禄 性 变换 及 
屁 的 折 转 变换 的 秩 空间 与 隧 空 间 之 贸 建 立 下面 的 关 泊 , 

定理 11， .4 的 鹏 空间 是 与 4 的 折 转 .4* 的 秩 空 间 芽 联 的 子 
空间 。 4 的 牧 空 间 是 与 4* 的 脑 空间 髓 联 的 子 空 间 . 

证 ”我 信 只 赣 讲 明定 再 的 前 件 段 就 名 了 ， 上 所以， 分 是 使 
#4 二 0 的 一 个 向量 ;于 是 ,对 于 所 有 f, AzA) 二 0, 从 而 他 4 汐 (g) 一 
90。， 玻 siRNA*)，。 道 定 卉 的 证 明 可 从 倒转 各 个 步 驴 而 得 ， 


* Sa * 


了 


至 此 可 放 

定理 12.。 4 的 人 趟 等 于 4 的 我 , 

证 A 的 秩 二 dim (RYA*) 二 dim fC, 这 里 人 是 4 的 腾 
袜 间 ， 了 还 有 dim 7 9) 二 一 dim 这 也 # 一 dim RW; 二 dim 六 , 
另 --… 广 面 , 有 有 4 的 秩 二 一 dim RW， 藤 4 的 秩 等 于 4* 列 秩 , 

如 果 (Ce) 是 任意 阵 , 则 (a2 叮 用 为 弹性 变换 4 的 耳 ， 把 可 用 
为 4 的 折 畦 4* 的 陈 .。 由 于 我 们 已 知 4 的 牧 是 (Ca) 的 行 秩 ， 而 
A* 的 秩 是 Cm) 的 列 秩 ， 改 定理 12 葵 出 任意 阵 的 了 种 秩 相 等 的 症 
理 以 一 个 几何 证明 , 

13. 射 形 。” 今 玉 讨论 与 一 个 向 莉 符 间 对 于 于 实 间 的 次 接 分 解 
有 宗 切 联系 的 一 种 线性 变 挽 ,作为 本 章 的 精 束 ， 裔 外 = 和 由 和 由 
… 引 3%,, 辣 即 避 是 子 空间 我 的 交接 和 (参看 第 一 章 的 $11)。 如 
漂 * 是 和 里 任意 问 量 , 划 * 可 吉成 
{31) + 二 Xxx 十 :+ + x， 

这 里 x+; ER;。 我 们 还 知道 , 对 于 一 个 狂 定 的 i ,x 在 咏 : 里 的 分 最 
xj 是 叭 一 交 ， 所 以 ,把 * 映 到 x; 的 映照 Bi 基 单 值 的 。 今 来 郑 疗 
这 些 映 有 照 指 性 质 ， 分 y =y 二 yt 二 y, | 
x 二 y= (rt) + (rt ya) + rr + ys 
这 里 名 十 yiE 先 。 因此 x 十 3 在 和 里 的 分 量 是 x; 十 y。 故 得 
下 面 关 于 8; 的 条 件 : 
(x 十 7JBi = xE: + yi, 


又 由 (31) 得 
ur = A 二 oxi 二 + or,, 
故 ox 在 负 ; 里 的 分 量 是 ar;， 换 各 锋 褒 , 我 们 有 关系 
《at B: 一 a(xB;). 
故 知 , B; 是 和 上 向 最 空间 和 里 的 一 人 到 性 变换 . 
其 欢 , 和 考虑 存在 于 8, 有 的 关系 ， 首 先是 (C34) 可 收 写 成 


(32) = xB 二 xB :二 xB, 
故 
{33) El Bi 二 :十 B= 二 1, 


号 雪 于 


如 办 让 人 叶山 帮 的 雪 达 式 (31) 化 为 wi 二 wi， 枝 xBi 二 i， 
市 站 关闭 xB; 二 0， 所 以 对 于 任意 和 有 = 到 二 xi《W.。 虐 知 
XH 一 于 基 , 得 和 下面 的 态 程 : 
(34) E: = FR:, 吾 玉 /二 站 人 法 廊 ， 

同 势 指 秀 性 变换 六 , 环 朗 等 于 宪 的 平方 (EE 二), 通常 吓 
做 射影 如 果 墓 影 的 -- 个 化 合 里 任 音 两 个 不 同 的 射影 的 积 等 于 
0 ,出 喜 这 个 集合 是 未 变 身 影集 合 ， 如 果 正 变 射 影 E1, E2,…… ,了 , 
的 各 是 尾 等 鼎 照 :期 攻 全 的 集合 咱 做 征集 合 . 于 是 ,上 曾 关 于 由 分 
解 身 二 各 ;图 扫 图 ' 图 和 所 决定 的 鼎 照 ;的 精 果 是 : 这 些 映 
照 构成 正 充 射 形 的 一 个 和 补 集 侣 . 售 将 诈 明 : 正 普 射影 的 每 个 有 限 
补 生 合 痢 是 这 样 得 到 ， 辟 如 ;全 下 Ba: ' ,加 ,是 这 样 一 个 集合 ， 
合 吕 := RB; 是 ;的 秩 空 间 ， 如 果 * 是 各 里 任意 向 量 , 刚 . 

t= x = XTE)=xB + xEt+ +x, 
EREL 十 RE 十 + + NE, 
才 筑 二 叫 十 吃 十 .十 已 次 全 
(35) 守 三 二 -+ 2 
这 里 gj ，。 因为 x 的 形状 是 yjBi, zB 一 廊下 一 yjBi 一 wr; 
和 情 此 ,如 果 j 玫 订 则 #8; 二 yjEiB; 二 4。 及 从 ,如 果 我 们 在 (35) 
的 左右 施行 变换 如 。， 则 得 后 ,而 在 右 喘 施行 时 妈 得 0; 故 &; 二 0， 
这 证 曲 了 了 
RN Ri 二) = 
G = 1, 2, 1 7) 

区 策 王 入 四 站 人 全 站 因为 x 二 rR,, 而 xR 一 x 
于 诗 ， 由 这 个 分 解 肠 决 害 的 射 吕 大 晓 由 xz 一 wi;, 丈 即 葵 定 的 嫉 性 
变换 B;。 上 所 慷 , 我 们 在 向 量 壬 尖 的 间接 分 解 与 正 交 射 同 前 有 限 术 
集合 之 闻 建 立 了 一 个 1 一 1 对 应 ， 

其 欢 ,是 职 正 变 射 影 FE aa， 的 补 集合 前 典型 基 ， 全 
轴 一 和 条 四 其 ， 则 可 每 顺 的 一 个 基 慎 , 让 使 人， 

“3 fa) 芷 对 的 - -个 虎 ， (Chortls Free) 是 和 :的 -个 基 ,……， 

于 大 ，pi 二 Bi 的 秩 ， 因 为 1 大 i 时 jE; 二 0, 改线 性 变换 ;除了 


下 号 和 


第 六 个 末 集 从 (Cfo rppe tly “s,s jtpi) 外 ,把 所 有 1 都 辟 化 了 . 
因为 E? 二 8;, 克 ;把 W :二 贫 E; 里 任意 向 苹 陕 到 它 自 身 内 ， 于 
是 , 5; 关于 基 人 及 ， "fn) 的 障 是 对 角 阵 
Dy 

(36) C67) = diag (0 777s 0 Lo es 4s 0, 1, 0), 
在 这 里 除了 第 pi 十 … 十 Bi-1 十 1 到 第 pi 十 … 十 ps 种 行 外 ， 
余下 的 元 素 都 是 小 

仿 搞 去 于 8; = ] 前 假设 ， 亦 即 表 卫 ,, 1,'**，B; 是 正 次 射 
影 的 人 尾音 有 限 集 合 ， 分 二 之 Bi, 而 Ba 一 1 一 因为 在 


i977 安 r* 而 ?天 7 了 时 BB = 0 歧 BE 二 富 ? 一 PE, 二 HBH, 区 
Ri= (1 EY=1—2B+E=1-28+E=1~—-E£= En. 
还 有 在 ;所 时 EjE 一 Ej 加 Bi 二 Bj 一 Bj 扩 REI 一 ER; 页 
EB = El BE)= EF BES= Bj— BR;= 0 同 理 业 有 
Bi 二 0。 因此 就 证 有 阴 了 集合 81, ,，,，'"* ,下 +1 是 正 变 射 影 的 
补 红 台 ， 上面 讨 篇 指出 : 搞 里 存在 -一 个 大 仿 , 太 :了 使 8; 
太一 1: 2 7) 美 于 这 个 其 的 重 的 形状 是 (36). 

这 泪 论 渴 筷 活用 于 单一 同 势 入 性 变换 。 如 果 El 是 属于 这 个 
类 型 , 则 站 | 员 百 :一 1 一 吾 | 是 正 变 的 及 相 秆 的 。 了 | 甘于 适当 的 
基 的 陆 的 形状 是 diag 二， 1 :1,0,……',0}; 这 里 1 的 个 数 辕 
于 六 的 秩 ， 


莫 题 20 
上 ， 诞 明 下 面 关 于 降 的 定 贡 :如 果 (81) , (89), (er) 基隆 的 集合 ,使 
C37) Er 过 了 时 【esf 一品 


划 在 区 Am] 时 存在 有 障 (0 全 CTEiA 一 的 形状 是 (36)， 

2. 证 明 : 两 个 射影 E 及 F 布 相同 的 秘 空间 必须 而 且 只 撩 Bf 一 避 及 了 鹉 一 下 并 
评 啊 ;天 从 有 相间 的 枫 空 两 必 须 而 且 只 镇 EF 一 Ff， FE 二 玉 ， 

3. 让 明 :如 具 下 ,Ee, …:。Bx 是 有 相同 身 宕 闻 的 对 影 ， 而 go， 是 全 
前 光宗 使 Bo 二 1, 则 ZaiE; 是 与 焉 有 相同 的 秩 空 间 的 一 个 射影 ， 

4， 届 上 的 特征 沼 半 2{ 就 是 说: 在 委 累 ,如果 站 于 0 期 到 二 十 如 革 们 ,证 
肯 ; 如 果 吾 与 枉 才 是 射影 , 洗 调 的 和 也 是 一 个 射影 , 则 与 名 是 正光 射影 ， 

5， 洽 明 : 如 果 EF 与 Bs 是 可 谤 的 的 射影 ， 则 下 BE 太 EE 十 5 一 BiBs 都 基 射 彤 。 
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第 三 章 
单独 一 个 线性 变换 的 理论 


本 章 专 讨 前 和 磺 上 向 监 空间 里 的 单线 性 变换 ， 我 们 将 蓝 得 向 量 
空间 关于 一 个 葵 定 的 线 性 蛮 换 耸 解 为 时 做 循 环 子 空间 的 分 和解 法 ， 
在 这 些 空间 捉 逃 取 延 当 的 基 可 得 变换 的 其 种 典型 障 ， 这 些 畏 计 坦 
供 隆 的 相似 的 讽 要 条 件 ， 我 们 照 克 租 朱 《Krul) 方 活 合 用 有 限 生 
碟 叶 模 导出 基本 的 分 解 定 理 , 这 里 是 一 个 主 理 三 整 环 ， 在 本 章 
里 我 们 还 诈 明 关于 | 卫 的 特征 多 陋 这 攻 最 佐 多 项 式 前 汉 米 瑚 (Ha- 
milton7)- 遍 莱 (Cayleyy 定 理 及 福 路 本 组 斯 [Frobenius) 完 埋 。， 来 了 我 
们 研究 与 一 个 葵 定 到 换 可 皖 换 的 粮 性 变换 的 代数 ， 

1. 赤 性 变换 的 好 低 多 天 式 ”本章 虫 候 定 用 作 基 础 的 除 环 是 
域 ， 并 用 当 表示 这 个 城 ， 分 及 是 有 上 向 量 窗 间 ， 并 且 分 有 至 
RN RR) 是 下 于 宅 自 导 内 的 织 性 变换 前 集 台 。 我 们 知道 ,$$ 可 看 
作 硬 上 一 个 代数 , 亦 序 : 1 是 -一 个 环 ; 2) 有 是 更 上 一 个 向 便 空 
顺 , 宪 的 加 法 与 环 的 加 法 相间 ; 3) 对 于 4, BE 及 YE 

YAB) = (yA)B = A(YB) 
成 立 . 积 y4 定义 为 积 yj4 二 A474, 我 们 还 全 大 硬 上 型 稚 空 章 ， 

他 全 4 是 黄蜂 一 个 仔 音 线性 亚 换 , 并 分 [1,4A., 下,…'] 是 
由 4 的 闫 生成 的 的 子 空 间 ， 如 上 果 有 4 不 是 1 的 倍 量 , 则 (I, 4) 大 
如 性 无 关 集 人 台 ， 如 果 在 与 (1, 4) 不 是 线性 相关 的 ,由 于 (1, < 
是 线性 无 关 集 谷 , 研 以 (1, 4， 4) 也 是 如 此 . 这 样 茶 镶 下 去 , 得 
线性 无 关 和 集合 (2), (1, A), (1, A AD, (1, dA, 人， 

因为 8 的 杂 数 有 限 , 故 径 过 有 限 个 步 包 后 ,这 个 方法 必须 粹 止 
进行 ， 在 第 -一 次 还 到 4 的 固 A” 与 前 面 各 规 焰 性 相关 时 这 种 情况 
喜 册 再 ， 于 是 【1 4 人 hd 是 线性 无 关 指 ,而 4"€11， 


» 


.41]， 散 得 形状 如 
《13 一 十 4 十 dd 
秽 一 个 关系 ,这 里 gy € 硬 以 A 开 (1) ,型 借 分 陀 律 及 上 面 的 代数 
条 人 御 3) 得力 程 

A™ = od 十 pd + pd 
因为 hr E11 4 下 4”, 就 可 刚 4A"r1€ [1, A, A 
4”1， 辐 迎 可 证 ， 4A” A4973, .都 属于 111, 4 4 4A". 
故 


[1, 4 人 一 T1, 4 和 do]; 

叉 周 为 厂 轨 上 和 的 信人 台 是 斌 性 浩 共 的 ， 故 知 [1,4, .42 …] 有 
C4 的 基 . 

邻 探 计 关系 (1) 的 一 个 重要 解 季 ， 首 先 我 们 知道 ,映照 
(2) a+ al = 
是 于 涧 内 的 一 个 同 构 ; 这 因为 

Ca BT1=al+ Bl, 
(mB)L = (aB)(Y)=a( BY))=adl CB1))= (01) C81)., 

如 时 x 关 0, 则 al 条 9, 藤 这 个 映照 是 t 一 -1 的 。 所 以 加 和 集合 名 I 
基 与 更 局 构 的 中 的 一 个 子 域 , 

今 依 上 [4] 表示 舍 有 超越 元 素 〈 不 定量 ) 7 而 柔 数 本 全 内 的 多 
项 式 整 区 . 弹性 亚 换 4 是 与 每 个 元 迪 old{ 一) 可 变换 的 ， 收 内 此 
知 映 照 
4) FAD = mod + tA El +oAd+iodAd t+ 
基 玫 [4] 到 5 内 的 一 个 间 盗 ， 这 个 间 访 是 问 和 构 从 ?的 扩张 ,而 它 的 
和 糙 性 是 把 1 人 由 到 4， 全 内 是 这 个 同 术 的 核 , 亦 妆 时 是 使 六 4 一 0 
的 多 项 式 xD) 的 理想 ， 我 们 知道 , 鲁 [XA] 是 一 个 主 理想 束 区 0, 就 
是 讼 , 生 [4] 里 每 个 理想 必 是 一 个 特 跌 儿 项 式 的 倍 式 寻 构成， 特 叶 
是 ; 员 二 《AnGD) 芷 上 屿 和 的 倍 式 前 集合 ; 妇 果 取 生 成 元 索 nx) 的 
首 项 系 闭 为 ] ,到 这 后 成 元 素 是 哗 一 决定 的 。 由 关系 (1) 得 


DD 包 站 次: 看 本 开 信 "区 的 第 三 章 ，$5 


(3) 


s SF a 


.9 一 Te 一 zir ad 一 一 一 0 
故 知 莫 雳 多 项 式 
(5) 和 pd mA 
最 了 于 网 改 由 前 此 建立 的 苦果 指出 时兴 0。 我 人 项 汗 意 到， 由 
《1 所 雇 定 揭 多 项 式 (5) 是 内 的 生成 元 素 mA 这 因为 , 否则 必 省 
次 数 低 于 rw 的 金融 式 存在 使 4 十 yA 十- 一 十 加 二 人 而 
与 1, 4， ,A' 是 生性 无 美的 相 了 予 盾 . 
这 样 的 多 项 式 p(X) 对 做 纺 性 变换 4 的 最 低 多 项 式 ; 它 的 特性 
是 : 1) 首 项 洒 数 一 1; 2) p( 4) 一 0; 3) 如果 wv) 是 使 v(A) 一 0 
玖 枉 意 多 项 式 ,加 wth) 是 Ga 的 信和 式 ， 
& 与 茵 球 @, 之 并 的 山 构 使 我 们 能 通 把 上 面 导出 的 结果 转移 
到 征 上 . 合 (ae) 是 4 关于 (eyezy ', en) 的 隙 , 旭 Bl 十 BA 十 
十 BrA* 关于 这 个 基 的 了 当 是 Bl 十 有 十 :十 Pita)*， 所 
以 ,如 困 由 (5) 葵 出 的 多 芥 式 pt?) 是 4 的 最 低 多 人 融 式 ,如 
HO) EE Co ~ oa) pl = 0. 
反 过 来 : 会 有 (a) 的 沈 对 可 捧 出 4 的 对 应 关系 ， 因此 可 知 , nC(2) 
是 有 (om) 为 禄 的 最 低 次 多 于 式 ， 由 于 这 个 理由 ,我 们 也 把 以 MA) 时 
做 阵 (a) 的 最 低 多 项 式 . 


习 题 21 
1， 对 于 任意 代数 证明 法 到 : (CaB)(xy) 二 (ax) (By)。 
2- 一 个 非 圭 屿 同 势 继 性 变 摸 的 最 低 允 项 式 是 什么 ? 
3. 全 号 是 或 狐 所 呈 一 1 并 且 有 洋基 数 的 多 项 式 的 向 时 阅 ， 求 微分 党 子 BB 的 
最 低 多 席 式 ,有 反 使 AYA 一 大 十 1 的 搁 性 变换 4 的 最 低 多 项 式 。 
2, 循环 子 空间 ”在 线性 变 棉 4 的 研究 中 : 关于 4 不 变 的 子 窒 
阅 仿 章 埃 现 是 特 能 兴趣 乓 ， 这 时 4 把 这 些 子 空间 映 凶 宅 们 自身 
内， 如 果 是 该 样 一 个 子 答 闻 , 则 4 在 全 里 诡 避 四 一 个 映照 ; 显 
然 这 个 映照 是 一 个 税 性 变换 , 
不 变 子 空间 的 最 简单 类 型 是 由 单一 向 量 生成 的 一 个 不 变 子 空 
病 ， 今 # 是 吨 里 - -个 特别 向 量 , 提 且 分 仿 表 示 包 含 # 0 
变 子 空 湖 ， 央 为 zeE 哲 ， 故 rw4E 和 ;于 是 ze 人 一 {ud}A, a 


» “ 


C4)4，… 也 《人 ;因此 
Fay weA, uA, |S, 
另 … 广 面 ,如 果 w 基 空间 [4, nwA,'*'] 里 任意 向 晤 ,如 
po onsAtit 十 er 
= uA), 

玉里 天 和 二 ww 十 ot 十 于 十 wh 所 以 ,vA 二 af{ AIAE [x, 
zt 因此 ,这 个 窒 间 是 不 变 的 ,区 上 且 [sy wd4,w4,，"…'] 是 
引 里 合 有 向 量 “ 的 最 小 不 变 子 空间 ， 我 们 把 [ay sd， …] 衣 作 
(中, 而 时 寻 个 实 关 做 由 向 量 * 生成 的 (关于 4 的) 循环 空间 , 

分设 # 闫 0, 并 全 wA7tr 之 1) 是 序列 wy， xd xs 人 2 里 最 党 
上 与 宪 前 前 面向 量 科 性 相关 的 向 盟 , 即 仿 前 焉 尖 于 4 的 霖 的 讨论 得 
(6) {wx} 一 【ee 2， ,uA 1], 
而 Cn, wx) 是 这 个 室 间 的 一 个 基 ， 我 们 还 有 好 

一 

形状 的 美 对 ,王者 冒 成 ups( A) 二 0, 这 里 
(7) a) A CO 
由 +? 的 稳 法 显 见 ph) 是 具有 性 厦 wpl4) = 二 0 的 最 低 次 非 堵 多 
项 式 ， ju 人 h) 时 做 向 量 « 的 指导 多 项 式 . 

信 就 使 (4) 二 0 的 多 遂 式 民 妇 的 生体 5 来 谣 , 易 知 3, 是 
人 BD[X] 里 一 个 理 根 ， 正六 数 的 多 融 式 pt 科 E34, 开 且 是 这 个 珠 想 
里 一 个 最 低 次 非 霖 多 项 式 ， 玖 34 一 (ti 椒 了 ,我 们 看 出 : 
pa 是 了 在 (ta 里 诱导 出 的 楼 性 变换 的 最 低 多 且 式 和); 这 因 
为 ;如果 ”是 ioj 里 任意 癌 重 , 则 "三 好 04 让 

vi A) = nf A a) = wp ANCA) = 0f(A) = 0, 
于 是 , 在 {zj 里 J (A) = 0: 因此 ，pC2)|pak4)， 另 一 左面 有 
wd) 二 0， 故 A) E36) 从 而 ptA)|RCA)， 由 这 两 个 关系 推 得 
pO) = AAA 

如 时 # 三 0, 央 (x) 二 0。 此 时 3 三 (1), 我 们 就 碗 : 指导 多 
项 式 是 1. 

如 殿 gCA) 十 妈 的 最 低 多 项 上 所: 则 所 4) = 二 0, 而 wut A) 三 0. 


+ 3 了 9“ 


吏 4 阳 最 佐 多 项 式 是 各 个 指导 多 项 式 jo) 的 供 式 ， 
3, 用 最 低 多 项 式 为 指导 的 向 是 的 存在 合 o1, ec …，cr 是 
向 量 的 一 个 集合 , 宅 们 疾 于 4 华 下 名; 就 是 圾 ,和 里 等 个 向 量 * 可 


由 在 东风 ] 避 联 活 宜 的 直人 而 表达 为 = 全 egy( 4 的 汇 状 、 


这 翌 的 有 限 梨 合 必 存在 的 ; 这 因为 任 剖 普通 的 直 具有 这 个 性 盾 . 
合 CN) 是 指导 多 项 式 pi) 的 最 低 公 储 式 [m62), po,(2)，……， 
jel2)]。 因为 每 个 pe,() 是 4 的 最 低 多 项 式 pC) 的 一 个 因子 ， 
所 以 的 AR， 册 一 放 面 ,如 果 ++ 一 工 oi 和 02) 时 
zi(A) = Berbi A PA) = BofA GA A) = 0, 

于 是 , 所 4) = 0 由 时 着 推 每 pCiACGD， 故 gC) 一 到 所 
以 4 前 最 低 多 项 式 是 牛 成 元 素 的 任 音 和 集合 的 名 指导 多 项 式 的 最 小 
公 倍 式 ， 这 推广 了 在 循环 子 袜 间 情形 所 建立 的 结果 . 

售 把 p(X) 用 相同 的 天 因子 的 积 烈 出 , 合 

ge) = m0 ra 全 CD 
这 里 各 个 吉 者 不 相册 ,并且 怀 > 0。 我 们 还 可 改 二 殖 首 页 系数 
都 是 1。， 如 果 名 二 max Cis pps 下); 草 多 项 式 
mA eA A AD， 

通常 如 果 据 导 多 天 式 二 C0) 二 CD 和, 则 7 一 2 的 
指导 多项式 古 607); 芝 可 立即 诈 朋 的 。 应 用 站 个 精 果 可 兄 : 如 果 
记 二 大 2, 则 


ag Ra: Ee 
f= em mh) ea) 
的 指导 多 项 式 是 mCU)*， 念 此 ,可 找 指 导 多 项 式 zi 的 一 个 河 
量 fi(j 二 2，…,s)， 信 将 证 明 向 区 
于 一 无 十 磊 二 十 让 
有 指导 多 项 式 gyt4) = plX)、 这 可 直下 耐 惠 一 般 精 果 得 田 : 
引 奸 ”如 累 天 的 指 入 多 项 式 pC)Ci 一 1,2，……,s) 是 卫队 互 
素 的 ,基站 二 二 十.… 十 的 指 小 客 项 式 是 禾 v1) := Hat， 
证 ”因为 对 于 全 个 说 figrl4A)=0, 所 以 抽 (4)= 宝 fv(4A) =0. 


* BN » 


于 县， pCO 从), 其 次 ,我 们 知道 :各 果 pg. 人 7 一 tA pee) 
p00 二 2,3,*';f)， 所 
以 ， 渤 有 有 fpi(A) 二 0。 这 就 措 得 CT， 因为 AD 与 
pa 人) 碧 来 ， 的 用 Ca 局 埋 ， 上 人 GD， 
pA) gt 和 于 是 ,2 一 TCD) 是 由 人 的 一 个 因子 。 
总 px 和 9 二 9( 罗 ， 证 有 就 完成 了 ， 
上 上面 讨 询 欠 出 下 面 的 定理 , 
定理 1， 全 里 存在 一 不 商量 , 它 的 指导 和 客 项 式 是 4 的 景 惰 客 
项 式 ， 
我 们 加 道 ， 任 诗 向 症 # 的 指导 多 项 式 的 次 数 是 空间 tm 的 维 
北 , 电 以 deg pfl) 所 n， 疮 得 
及 A 的 最 恢 和 旬 项 式 的 次 数 志 


贸 题 22 


1、 使 用 本 节 的 方法 证 明 : 如 困 经 长 肿 限 交 攀 天 G 的 元 者 的 最 大 阶 数 , 则 对 于 G 
里 所 有 * 都 送 合 xm 三 1, 


4, 循环 敌 性 变 病 ”如 提存 在 有 由 单独 -个 向 量 。 生成 空间 
中, 亦 序 咬 一 {e， 则 于 只 徽 (关于 4 的 ) 循 环 容 间 , 面 4 时 做 循 还 
《有 时 对 做 非 坚 抑 ) 巷 性 变换 ， 我 们 知道 ， 死 时 uA) 二 pe(2), 大 
且 访 个 车 实 指 出 : 一 个 御 环 委 空间 的 企 音 葬 个 生成 元 索 的 指导 多 
项 式 都 相同 。 宅 还 指出 ， 和 循环 生 性 变换 的 最 低 多 项 式 的 水 激 为 
#; 这 因为 ， 如 果 这 一 tej， 则 deg mr 人 一 dim 各 二 记 以 ， 
deg zi) 一品 

友 过 来 ， 设 4 是 任意 线性 变换 ， 写 的 最 低 多 项 式 的 次 数 
是 x#, 央 由 定理 1 知 ,将 一 个 向 量 2 存在 使 mr 人 iD) 二 pCX)，。 于 是 ， 
deg ml4) 二 4, 而 dim Le) 二 nn， 当然 这 就 是 税 {ej = 人， 故 得 下 
盏 的 旨 浊 ?准则 : 

定理 2 一 个 矿 性 沟 换 是 匡 环 的 必须 而 且 只 须 它 的 最 仪 务 项 
起 的 次 就是 了 

令 设 筑 二 {e}, 桂 旦 合 
LM) = pd) = 


+ HL * 


我 休 知 洪 , 向 量 (ee4 ,eA"1) 构成 -个 基 ， 因 为 


《en 33 -一 ed"! 
《ed 一 me 十 fed 十 :十 pe， 


故 节 甘 手 这 个 基 的 障 是 
[ov 1 0 0 0 0 
00Lln0: 0 0 
(8) ss 
0 0 0 0 0 1 


NE Hm Ha a? Ho Poml 
如 条 二 让 一 pA 一 :一 pw 是 他 六 多 项 式 , 则 (3) 葵 出 
的 wm XxX ww 了 时 做 p(X) 的 友 隆 , 昭 班 在 情形 ,如 果 4 是 循 母 的 ,' 背 
的 最 低 多 项 不是 pg(2)， 剧 (8) 寻 做 4 的 移 当 典型 重 . 显然 ,最 低 多 
项 式 可 让 阵亡 出 . 

邻 来 时 出 显示 pl) 的 素 因 子 的 器 的 典型 阵 ， 我 们 先 证 

定理 3， 令 避 = {fe}， 并 且 Ai 二 JM) …' p(X)， 访 里 
占 (4) 是 雨 雨 互 素 的 ， 则 R= {al} 四 fo 四则 [ce ， 这 里 
Pei 一 pa). 

从 52) 三 ROODCECWD)7， 并且 会 ei 二 ep， 则 ar) 二 
让 以 )， 我 傈 还 知道 ，e 一 四 十 全 十 … 十 se 的 指导 多 项 式 基 
HA 所 以 ,te 一 RR。 另 一 方面 , {e) {er} 十 {ez} 二: 
十 {ej ;于 筑 二 {ej} 十 edj 十 :十 fer}j， 因 为 dim R= deg p07)== 
deg EA 二 这 dim {ei}， 均 学 宏 疗 fe;} 是 天 美的. 于 是 ， 
浊 二 {ei} 全 {es} 果 … 负 {e 

今 合 pb7) 一 而 (2) “my(2)”，… zs(2)*, 陀 里 m 是 不 同 的 素 因 
子 , 旭 由 秆 理 3 得 我 二 {a 四 (e 四 四 {6}, 这 里 jp( 和 )= 
mA 

为 使 犯法 上 入 童 起 见 ; 病 时 假定 * 一 1， 于 是 ,p04) 一 CN 


4 四 汪 


这 星 x 和 ) 是 业 因 子 , 并 及 和 如果 
ra) 二 和 ped C—O pn. 

基 # 二 deg Pi) 二 六 ， 引信 向量 

f=exnt A ferxCANIA, 4 

je 一 ef 

frst ey fon 二 eq 
于 是 ,每 个 地 的 形状 是 eB(.47, 这 里 deg 由 CD < 489， 再 如 与 不 同 
f 连带 的 $4() 的 次 数 痢 不 相同 ， 如 果 袜 3 一 0 而 8 不 全 为 器 ， 
央 必 然 存 在 欢 数 < 好 的 多 项 式 0) 到 0, 而 使 ev(A) 二 0， 这 
与 deg ju 从 ) 二 deg ny 一 fg 的 事实 矛盾 ; 因此 各 个 了 是 线性 无 
美的 . 因为 -- 其 育 好 个 天 故 ( 广 、 户 了) 是 惫 上 质 的 -个 基 ， 

攻关 于 ( 玉 , 一， feg) 的 阵 是 什么 呢 ? 我 们 有 店面 的 关 率 : 


4 二 让 
4 二 让 
太一 < 的 fa 


方 4 = exCANTIA® = orl A A? — rl AN] 
= ertAIT [pol + pA + 十 pad"™!] 
oft pf tT + peifas 

有 dd = 有 + 


js+2d 一 jar 


fid = ja 
fd = ex(ANTIA® = er A A — rl A + en( AY 
= pofatr + pifarz 十 … 十 petag + A 


和 


g G3 和 


fa Datq-ld 一 fea 
fra = poftr-vari Tt pif-varzt ** + pa-tfig 十 fr-Darls 
政局 英和 于 其 (fs 万 ， ” fra) 指 承 的 形状 为 


‘Pp ] 


vrPF | 
{9) B= Ny | 
wp 
这 时 PP 是 xt) 的 友 阵 ,而 六 是 &X93 雪 
Dp 0D.. .0 
C10) N= 
1 DD 


信 回 济 一 般 情形 ; pO 二 mr ”OM 及 六 二 
{a 四 {2) 外 … 乓 {e 我 们 在 每 个 fei) 里 种 让 上 曾 所 指出 
的 形状 的 基 ， 这 些 基 合 件 起 来 就 输出 习 的 一 个 大， 4 关于 这 个 
沦 的 阵 是 

EB! 


C11) B32 ; 


3. 
这 里 每 个 Bi 是 由 mw) 决定 的 , 都 与 由 x(A)* 决 定 的 方法 一 
样 ， 

(1) 时 做 插 环 线性 实 柳 4 的 古典 典型 逢 ， 出 现 于 最 低 多 项 式 
的 因子 分 党 里 的 来 因子 的 震 mC2)” 咱 做 循环 辑 性 变换 前 初等 因 
子 ， 初 等 因子 m2)“ 如 带 于 占 典 典 弄 陆 里 的 粤 决 Bi。 例如 ， 合 
是 有 理 数 域 , 荐 合 jC) 二 (2 一 (8 一 2, 革 设 荆 多 项 式 为 
p04) 的 循环 线性 详 搞 的 生 典 下 型 奈 是 


时 而 中 自 


一 
11 0 9 | 
1 0 
0 1 1 
| 一 | 
n 110 0 | 
20j0 0| 
on ln 1 
1 站 2 “| 
习题 23 


7， 讲 明 : 新 采风 和 是 任意 多 项 式 , 宇 的 疼 项 及 数 基 1, 则 有 一 个 陈 (a) 存在 ,有 
&( 科 作为 它 的 最 低 多 项 式 。 
2， 诅 明 : 如 上 果 4 是 一 个 镀 性 变 岗 , 写 有 对 济 陈 
diag {1, ys Cn} 
这 里 i 全 不 相同 ,上 由 4 的 最 低 多 项 式 是 II(4 一 em)， 于 是 , 秆 明 4 是 循环 弹性 变换 、 
3， 使 用 前 是 东明 : 如 果 C 是 复数 域 , 而 如 ,54，……… ,En 基 1 的 不同 的 妇 次 模 , 基 
0 1 DO,. .1 全 


2 0 0 1...0 0 
本 与 二 .se 
， 0D:0 1 
em. 1 nO..0 0 


在 Cn 里 是 相 仙 卫 ， 
4， 证 明 :加 虹 4 是 一 个 长 性 变 模 , 宝 的 隧 基 
DO 1 Ge eis HL, nl ig 
0 0 工 ea en ian 


Do 0 .+D 笑 


则 4 是 符 环 的 。 使 用 这 个 精 果 禾 明 春 定 的 耻 相 似 于 簿 
ol10 nn 
0D1l:00 


0 O00 1 
DN 0..:0 0 


5， 和 如果 种 环 条 性 变 挽 的 最 人 茎 多 而 式 是 (4 一 (入 十 La 十 1)*， 并 慨 定 雷 是 
实数 域 ,大 | 这 个 变 摸 的 古典 典 邓 了 是 什么 ? 

65， 黎明 : 如 时 禹 一 [ea 二 40 国 ，，' 轴 人 er ， 而 指导 多 项 式 ;CD 是 炳 鸯 瑟 
素 的 : 则 水 是 循环 步 摘 ， 


n 5 


5, 倡 楼 性 变换 决定 的 纪 [ 1 - 弄 为 着 进 一 秒 斌 齐 悉 性 变 换 . 
泸 们 于 用 到 男 - -个 观念 ， 部 使 用 出 [与 环 中 一 [1,， A, A ……:1 
之 关 的 出 态 把 向 量 空 间 及 鱼 化 为 一 个 菠 [] 一 楼 ， 为 过 到 这 个 月 
向 ,定义 积 四 (Ajx[x 和 R) 为 向 量 > 由 (7， 于 旦 ， 

FRE y= PA = A) + yp A) 
= par 十 pohly. 
及 因为 与 四) 十 下 ) 及 十 (p(X) 对 应 的 线性 变换 各 是 必 和 4) 十 
pA) AIDA = PANGLA) ,RM 
[EBD + pM] = x [pA + oD)) 
一 # 中 2) + wp A) = ps + Px, 
[BP x = x [$A GAY] 
= (x AD EA = $A), 
lx 一 < 一， 

故 适 合 基 融 横 和 条件?， 条 用 横 的 观点 有 商 二 好处。 第 一 ,我 们 以 环 
[021 伐 灰 了 环 岂 还 站 可 能 有 很 复 素 的 代数 竺 构 ; 七 可 含有 无 势 元 
素 : 基 上 且 可 以 有 雹 因 了 于 ;但 我 们 知道 和 多项式 环 范 忆 ] 是 一 个 整 区 , 兰 
自 有 可 以 利用 的 这 个 环 的 算术 理 短 。 关于 台所 ] 的 其 本 算 林 说 质 
是 : 流 个 环 申 的 每 个 大 想 是 一 个 主 志 想 ， 

采用 模 的 踢 点 后 第 二 个 好 全 是 引导 我 们 去 党 虚 线 噶 有 更 简 
单 的 千 构 天 且 可 用 以 研究 筑 的 其 它 当 [A- 模 ， 事实 二 ,我 们 不 把 
划 的 生 宠 化 为 自由 模 与 自由 模 的 半 模 的 鱼 突 ，、 辽 是 按 下 激 方 法 
进行 的 : 全 (ei; es; er] 是 和 上 策 的 一 个 基 ， 自然 e 成 为 
筑 美 于 更 [4] 的 生成 元 素 的 一 个 集合 ， 因为 对 于 任意 < EW 有 使 
pt]e 二 epet A) 二 0 的 非 需 多 项 式 .0X) 存在 , 夸 册 [1- 模 委 不 


基 自 由 模 ， 故 有 如 人心 ， Yi)e; 二 0 形状 的 此 干 尖 邓 存在 ， 这 里 
Yi 不 全 为 0。 要 研究 这 些 关系 ,很 自然 地 引信 白 由 [3]- 模 


DD 应 蔽 指 由 ， 引 里 葬 共 前 到 湛 性 息 妥 于 对 蒜 弟 三 公 瑟 的 。 我 扎 也 可 把 咒 春 作 虱 
更 [4]- 模 。 此 时 x 丰 (4 一 r(4)。 该 大 网 是 最 自 锋 的 看 法 ， 杠 我 全 采用 上 画 
市 法 景 为 善 姑 与 前 此 对 于 此 异 的 丹 副 烛 过 应 。 


a 


他, 会 宦 的 甘 海 《95 0 如 暴 2 二 媳 加 (0t 是 全 的 一 个 
' 元 素 , 则 可 把 v 与 委 蛙 元素 oT 二 避 册 (0)e; 如 和 柔 起 来 。 这 个 对 
度 芷 罕 到 哎 上 的 -一 个 更 [1]- 同 态 ， 合 针 表 示 芝 个 同 访 的 楼 ; 易 知 
1 是 于 的 一 个 子 模 ， 由 定义 条 ,工科 人 6 EN 必须 而 且 只 须 关 系 
Ziaer 二 0 在 生成 元 素 oi 开 或 让， 收 就 某 意 义 来 说 守 与 后 
闭 下 歼 得 的 美 柔 的 集合 成 对 应 ， 
子 模 全 是 容易 决定 的 。 全 sd4 二 age;, 卓 to 旦 4 关于 和 给 
定 基 的 际 。 最 然 , 元 素 


1 = (A ma Rt 一 一 人 1 
《121 v2 二 —aati 二 (ha) Oo 一 Hoty 
vn = nif Caf" 十 {A 本 ar En 


都 属于 外。 他 将 就 明 : 和 基 上 自由 模 , 而 vi 成 为 这 个 模 的 一 个 基 ， 
由 规定 wi 二 Ai 一 对 qjjtj 得 寻 ; 二 wi 十 忆 aint;，。 用 这 些 英和 柔 可 候 
元素 p 一 王 由 人才 表达 为 本 CADvi 十 世 pit) 移 形 状 , 这 时 pi 由， 
显然 ;如果 mwE 四 ,有 则 到 pr 和 于 是 , 本 pss 二 (ptiT = 0. 
但 = 是 思 - 无 美的 ,由 王 推 知 每 个 pi 三 0。 帮工 由 mi， 这 
证 朋 vw; 是 外 的 生成 元 案 ， 次 谭 荆 册 Co 一 0, 贡 
Dd ae 一 Ph) art 
及 
dN = DB ho, 


如 果 有 某 几 关 90， 会 加 是 一 个 有 最 大 次 数 的 ， 则 关系 由 (4)2 二 
之 由 (az 显然 基 椒 可 能 ， 这 苹 明 -成 为 路 的 一 个 基 。 


和 有 限 生 成 的 o- 模 , 这 里 "是 一 个 主 理想 整 区 “用 烧 理 葵 的 

证 哇 还 有 另 一 个 好 处 , 写 容 易 推广 我 们 可 考察 任意 主 理想 整 区 
0 以 代 可 人 ， 攻 考察 任意 有 限 生 成 的 o 叶 模 吕 2 只 蔓 攻 为 界 加 
困难 就 路 按 这 个 方 半 得 出 其 它 重 要 的 应 用 ; 其 中 最 值得 注 阁 的 尽 
1) 我 们 要 到 请 的 省 多 率 情 下 可 对 于 9- 楼 来 做 ， 这 虹 9 是非 交 风 寸 理 要 由 区 。 这 


个 运 诅 可 应 用 于 除 环 上 一 个 启 录 宅 间 时 的 六 - -线性 变换 论 . 考 看 省 者 的 读 论 
Crheory of Rings，i9 和 3 年 出 版 于 类 煌 的 弟 三 音 。 


a GF 


普通 及 限 生成 的 变 愧 举 浊 广 :我 位 丰 第 一 训 里 寿 过 ,这 个 理论 可 由 
把 交换 从 看 作 o- 模 而 得 , 孩 里 0 是 有 理 忽 六 环 . 

过分 朱 是 行 训 有 限 生 成 的 9 一 柑 ， 逢 且 合 《el 人 3 er) 是 
千 记 元 吾 的 集合 ， 俯 上 向 用 过 的 万 法 我 们 引入 自由 模 守 以 人 
;为 大; 太 映 照 了 : 瑟 和 ti 一 忆 $ 和 ei;， 瞎 四 卫 是 一 个 0- 同 
态 ; 数 核 办 是 人 的 -一 个 子 模 ， 今 将 十 明 ; 月 由 o- 模 的 任意 子 模 吓 
自白 模 ,这 里 站 主 理 息 玖 区 ， 我 们 埋 定 模 0 是 带 有 一 个 空 基 的 
一 个 向 由 可 ,这 样 在 使 用 时 咸 打 点 使 ， 

全身 中 基带 有 基 (6 二 tw) 的 月 由 模 于 的 企 意 子 横 ， 我 
他 将 对 于 x 施 归 业 法 , 诸 明 ;: 嘲 基 自由 横 , 卫 有 六 委 关 个 元 过 的 -一 
个 基 ， 如 果 “= 一 0, 这 定理 是 显然 成 立 的 ， 主 是 ,发 宪 对 于 有 zz 一 1 
个 元 规 为 基 的 横 字 成立， 而 小 串 司 Ba 十 及 i 十 :十 有 加 和 各 
的 0 里 元 素 Bi 的 侍 休 3， 易 知 5 且 一 个 理 要 ; 故 3 二 (61)， 如 果 
5 二 0, 基 针 的 每 个 元 素 的 形状 如 Bw 十"… 十 Busts， 因此 属于 带 
有 荐 (5; ,ts) 的 自由 模 里， 此 时 精 果 了 显然 成 立 ， 故 


谢 届 夭 0 若 合 一 8 十 之 ho 是 习 交 一 个 元 环 有 “ 首 项 对 
2 

数 "B， 学 是 ,如 果 z 是 杀 的 任 众 元素, 出 vz = 开拓 而 及 一 Ab， 

所 以 ，# 二 vv 一 pw 人 守 ， 这 个 元 素 当 然 也 属于 怠 因为 详 

= 外 是 字 前 一 个 子 模 , 均 可 设 宪 是 带 有 兴 oa， Way sm 

Cm 过) 的 一 个 自由 寞 。 于 是 ,yw 二 DS pevk v= Et 


= 


过 《py to am 是 入 的 生 威 元 素 前 一 个 第 合 .次 般 六 pis; 一 
上 


0; 如果 以 Ba 十 王 Biej 从 过 wi, 而 其 它 的 Vv 用 专 , 思 ,1x 的 下 
达 式 来 代 色 ,有 姑 竺 
人 十 Dif2 十 … 十 Put 一 日。 


困 为 全 天 0， 由 此 本 排 得 p 一 0。 于 是 ,得 prvi 二 0; 因为 


{vz gay 9m) 构 臣 于 的 一 个 基 ， 故 由 这 个 等 并 条 所 有 P 都 等 
主 0， 这 或 完成 了 下 商定 昌 的 证 辐 : 


用 各 所 


So 芒果 于是 囊 有 个 元 素 的 芒 的 一 个 自 出 楼 , 币 
0 是 一 个 主 遇 相 装 电 ,族人 针 的 任 襄 子 模 是 自由 楼 , 目 合 有 zm 友人 沾 
元 素 的 一 人 入 

7. 笠 及 持 的 生成 元 素 的 正规 化 今 发 元 素 (wi, za， vm) 
是 自由 叶 模 扩 的 子 模 岂 前 生成 元 者 ,而 (6 关 ，… 细 是 六 的 一 
个 基 . 兮 

二 ot Ty 

(13) U1 Gal tt Sty 十 Gantns 


Em TT tl + Smt + 十 Gento 


则 人 委 Co) (元 素 co Eo) 由 肥 序 入 合 Co wy， vm) 及 (由 
,ts) 崔 一 决定 ， 
傅 (p60) 是 陋 环 单一 个 单 什 ， 和 拜会 {p68) 是 它 揭 省 隧 ， ”定义 
站 二 工 记 由， 因 可 断言 关 构 成 于 的 另 一 个 基 。 这 因为 , 首先 有 关 
过 


Ep = Do pti = Torti = 4 
| 


所 以 ,任意 元 素 本 gis; 可 写成 形 快 三 pti, 耐 是 生成 元 案 。 次 区 
三 y 放 = 0, 天 全 Yipiiti 一 0， 于 是 ， 祁 Ji 二 0， 但 这 可 推出 


和 二 DD Yitin = 0, 


这 就 证 明了 上 构成 一 个 基 。 

仿 此 可 知 , 妇 果 (ppo) 是 06 时 一 个 单位 ,出 元 素 vp = Drara 
粗 夏 及 的 年 成 元 素 的 另 一 个 集合 . 

仿 芒 琉 (， 区 ， 芍 ) 代替 基 (ny 和， 各)， 这 里 二 一 
于 pty 而 Cp) 是 一 个 单位 障 ， 双 配 玉 《at V2 **， om} 佬 炎 针 的 
从 成 元 素 {ors Va ~" wm), 这 里 vp 三 ypava, 则 (vis v3 "+a 
vs) 其 于 (i, 瑟 ,后 ) 的 陋 基 什么 呢 ? 我 们 有 关 邓 

pp = DF pyar 二 > Vpqd nit — > pe 站 一 Erpjt;, 

. 


ori EE 


» 0 * 


这 里 Ty) 一 闻 yomaoaz) 栈 新 阵 与 (az) 的 关 当 是 
qri 


(14) (rz = (JoDC 一 
因此 间 题 妇 到 “ 江 硝 ” 选 怀 单位 陆 (2) 及 (5p)” 使 库 (7) 具有 简单 
的 "典型 "形状 

8. 元 肆 属 于 主 理 棚 整 区 的 阵 的 做 价 ”分 (go) 及 (7) 下 元素 属 
于 主 理想 落 区 5 的 匡 个 mw x ?2 阵 ， 胡 对 有 一 个 单位 【门生 oa 及 一 
个 单位 (vy) € 0 存在 使 

(7) = (Cv) Co (pg), 

到 吉 《za) 及 《7) 是 等 价 的 ， 这 种 关系 是 等 价 关 系 ， 在 "是 一 个 城 
移 特 帮 情 形 前 此 已 考 息 了 .， 在 于 里 我 们 知道 , (9) 与 (r) 是 等 价 
的 充 要 条 件 是 它 全 有 相同 的 行列 式 秩 ， 对 于 任意 主 理 起 整 区 这 个 
一 般 情形 , 这 个 千 果 的 推 若 悬 ; 等 价 的 必要 条 件 是 秩 相 等 这 因 
为 ,全 (7) 二 (7)(o) (Cp) ,这 里 Lp) 及 (wv) 是 单位 . 于 是 ,如 肾 P 是 
的 商 域 ， 旭 答 定 前 方程 可 看 作 元 素 在 妃 里 的 孟 之 间 的 关系 显 
然 (pn) ELCP,#) 而 (9) L(tP,m)， 故 由 域 精 形 中 所 得 精 果 知 ， 
(7) 与 (ga) 有 相同 的 行 剂 式 秩 . 

今 讨 论 在 与 一 个 给 定 的 wx X # Co) 等 价 的 阵 中 选取 县 有 
特别 简单 形状 的 阵 的 问题 .我 全 要 得 的 糊 果 是 

定理 5.。 如 果 (g) 是 元 案 属 于 一 小 主 理 想 整 区 5b 的 mx 哇 ， 
虽 军 在 有 与 (so) 等 价 的 一 个 “对 向 ”了 仁 ? 

diag {1, 6 6, 0, ,0}, 

设 里 吝 于 0, 而 在 i 之 了 时 坟 ,6;( 亦 部 页 是 6; 的 一 沾 因 子 》. 

Ca) 我 朱 沈 给 这 个 定理 以 一 个 构造 性 的 主 明 ,这 证明 在 0 是 欧 
几 里 得 整 区 的 情形 有 效 . 如 果 对 于 一 个 可 交换 锋 区 时 每 个 元 索 a 
能 定义 一 个 度数 8(2), 宅 是 非 氏 束 数 ,并 且 

1,8(47 一 0 游 须 而 且 上 只 须 a = 0; 

2, 人 ip = 6{ adh); 

3. 如 果 = 是 任意 元 素 而 上 拓 0, 划 有 元 素 4 太 了 存 任 , 8(r) 忆 


1D 大 看 第 二 童 ,35 的 (18), 


s 7 


Bl). 合 a 二 bg 十 治 , 
记过 个 整 区 哇 撕 欧 儿 里 得 台 区 ， 关 于 欧 几 里 得 整 区 便 仔 音 理 想 是 
主 理 焉 的 起 明 已 男子 本 书 第 一 稚 的 第 四 章 $ 5 里 , 不 再 效 述 。 全 
求 狂 改定 理 . 
守 先 我 们 归 挛 到 下 启 三 种 方 阵 都 是 单位 陆 : 


+ 
1 四 
Lop |s 
TixB) = ”1 |! 
I 
LL 1 
， 了 
1 ， ~ 
1 ! 
Di(y}= | 7 人 
] | 
1 | 
i 1 
-1 。 1 
| 
| 1 
' N+ ] 4 
， 1 
P,; 一 1 * * | 人 关门 
1 ， | 
i 0 1 
1 | 


这 因为 ， Ti,(B8)7! 二 Ti 一 隐 ,DiAY) 1! 二 Dy DR Pi Pn 
1 以 mw X m 卫 工 i(B) 左 乘 (ea) 得 一 个 建 ， 写 的 第 ; 行 是 8 
档 (5) 的 第 7 了 行 与 (og) 的 第 辣 行 之 和 ,而 定 的 直 它 各 行 与 《5s) 相同 . 
以 x XH 了 卫 TB 右 这 (oo) 得-- 个 了 绩 ， 生 的 第 7Y 刻 是 8 售 


+ Ti + 


() 前 第 草 与 (7 前 第 7 到 之 和 ,而 宅 的 其 写 务 烈 与 人) 相同 。 

HI 以 mw XX wm 随 DD,(Y) 左 左 (9) 等 于 作出 太 7 开 (Ce 的 第 : 
行 的 运 色 ,而 尺 贸 其 让 各 行 不 变 ， 

以 Xx 阵 Di(Y) 厂 (2) 等 于 作 出 以 Y 习 (2) 的 第 i 列 的 
送 算 ,而 避 留 其 寂 和 党 列 不 变 , 

HI 以 天 X 丰 孟 Py 让 羔 (gq) 等 竹 把 (gg) 的 第 i 行 与 第 j 行 
对 训 , 而 保留 其 宅 各 行 不 变 . 

以 zxz 陈 PF; 帮 玫 (9) 竹村 把 Co) 的 第 i 列 与 第 三 列 对 调 ， 
诉 深 留 鞭 浅 各 而 不 变 ， 

委 Te Di, Pi; 此 伐 初 等 陆 , 诉 用 这 些 陈 作 乘 法 顺序 叫做 第 1， 
及 了 UH 磺 的 初 符 变 换 。 出 (0) 竹 过 有 限 科 初等 变换 而 得 的 孟 与 
(9) 是 符 价 的 ， 现 在 叙 流 证 明 的 主 雪 部 分 . 

如 果 (g) 二 0 训 无 须 证 明子 。 褒 册 分 Gj 是 (9) 里 最 低 度 数 
的 非 专 元 素 ， 由 第 IT 型 初等 宰 挽 可 把 这 个 元 寄 移 到 (1, 1- 位 
本 如 时 cz 一 cp 十 ok, 这 虫 度数 开 pyt) 过 25(gn)， 剧 可 本 
几 第 I 型 初等 变换 点 pis 来 代 杰 au。 如 时 pw 关 0 出 得 与 4a) 等 
价 的 一 个 新 库 ， 在 这 个 体 里 好 在 有 非 喜 了 无 素 ， 它 的 度数 比 (ce) 里 
最 小 非 零 的 度数 还 小 ， 然后 再 对 这 个 新 阵 重 复 伍 用 上 曾 的 市 法. 
仿 此 ,如 果 wk 一 aanpBk 上 pt 这 里 名 pt) < 8， 其 或 是 pt 一 0， 
或 是 能 得 出 与 (ea) 等 价 的 障 ， 宅 有 一 个 非 喜 元 来 ， 诬 数 比 最 小 的 
人 gi) 关 0 还 小 。 因为 非 圭 的 最 小 度数 量 保 持 绿 小 , 收 最 后 到 达 
一 个 障 ,使 ok = Ont, oa 一 anf (RR =1,2, ,4), 于 基 , 由 
弟 工 型 初等 变换 输出 下 面 形状 的 . -个 等 价 上 了: 

pn 0 :0 


(15) D Da + pa 


0 Pm Pmn 
今 把 这 个 方法 使 用 于 子 中 《rp 人 一 2 9 5 3 3 加) 
此 时 旷 机 作 的 变换 着 不 影响 到 第 一 行 或 第 … 划 ， 而 可 得 出 下 商 形 
状 的 等 价 脐 


-2 


Hr 


0 0 Ty Tm 
这 样 厅 篇 下 去 ,最 后 得 出 对 角形 状 的 一 个 等 价 际 ,名 如 为 diag {si， 
ms ,这 旦 sr 天 0， 
如 果 8; 二 6B 十 pr， 80971) 达 B81) 大 有 睛 pi 天 上 9, 到 洒 以 靠 份 
孟 


代替 前 而 的 对 角 陈 :; 这 个 阵 与 (1, 1) 一 位 和 贤 上 的 元 者 是 m 的 吁 等 
价 . 我 向 再 重复 上 本 的 无 法 把 这 个 新 阵 "对 角 卫 化 ” ,而 得 另 一 个 
新 隙 diag Ch; 六 ,和 0 0 此 时 8 < 36 该 个 
方法 重复 使 用 车 千 次 后 , 基 秀 达到 -一 个 等 价 和 前 对 角 阵 diag (3 六， 
0 0) 这 里 非 需 元 素 市 适 合 所 甫 要 的 可 除 性 条 件 ， 

《b) 在 一般 情形 前 其 死 与 此 相似。 不 过 我 们 使 太 元 束 的 长 度 
来 代替 上 面 的 度数 ， 一 个 元 素 分 解 为 素 因 子 mr, x 时, 素 因 
子 的 个 数 是 做 这 个 元 案 的 长 度 ， 由 于 里 唯一 分 解 因子 定理 0 的 
成 立 , 所 以 因子 个 数 是 不 变数 设 ou 在 非 委 元素 中 有 最 小 长 度 ， 
关于 gn 二 gw 记 w 二 gn; 二 gm， 形 且 全 音 臣 与 BB 的 一 个 
最 高 公办 子 , 旧 有 苑 米 §, 1D 存在 侵 o 呈 十 Bn 二 8 个 6 二 B81， 
8 二 一 at ,其 有 阵 关 对 起 


[eds od-ls sl 


改 这 些 库 是 单位 降 ， 子 湿 ， 


1) 窗 着 水 书 第 一 怎 , 溃 四 章 $4， 
32) #4 十 的 意思 海 ; # 不 基 上 声 的 一 个 册子 ， 


区 二 93 ， 


是 -- 个 单 全 他. 渍 (ga)U 以 向 量 (8, gy aa Gt 0， 
G14DI nn) 伐 它 的 第 一 行 ， 因为 a+B， 靶 8 的 共度 小 于 
二 G1 的 长 度 .。 这 个 方 守 及 施 拖 第 一 列 上 的 类 似 方 法 最 后 引 旱 
与 (#) 等 价 的 一 个 阵 ， 在 这 个 阵 里 mi 是 每 个 ax 及 每 个 on 的 一 
个 关于 ， 这 样 就 达到 形状 如 (15) 的 一 个 耳 。 余 下 的 境 证 是 重复 上 
面 的 论证 ,就 不 多 蕊 了 ， 

与 (9) 等 价 而 又 其 有 定理 5 莉 出 的 形状 的 阵 时 做 障 (og) 的 范 
式 、 范式 的 对 角 元 夫 趾 做 (za) 的 不 变 因 子 ， 我 们 将 在 510 里 起 
明 :不 变 因 才 事 实 上 是 痊 定 的 阵 的 不 变量 . 


习 是 24 
1， 求 下 面 的 踢 的 范式; 
4 2 30 
2 3 4 1 
一 忆 3 1 21 
-1 2 -35 
此 时 9 到 榴 数 环 志 
2， 凑 下 落网 障 的 缉 或; 
A—1Y 名 12 -. 1 二 
| -55 +422 35 -41 
《号 一 2 -1 A+ ， 
4 2 2 A 


此 时 0 一 Ref 而 Bo 是 有 理 数 三 ;站 求 单位 际 ( 扩 站 ( 咏 使 CU) CO) Cp) 为 光 式 ， 
3， 识 明 : -一 个 天 角 方 耻 diag {51, 6:，.… ， 6s) 是 -个 单位 阵 必 领 而 且 只 统合 个 
5 是 个 音信 


43。 应 用 弟 3 是 证 明 ; 如 盯 9 是 挤 儿 里 神 繁 让 ， 划 nw 里 任 总 单 位 腿 是 太 等 阱 的 积 ， 


4 


了 3， 南明 : 训 时 刀 是 元 炊 三 68， ez 的 吕 大 全 因子 , 旭 on 里 有 一 个 单位 泗 存 在 
使 (om ， Cn) 一 (a, 0, ‘0), 

566、 证 央 : 和 如 果 范 素 way am， ', din 十 互 夷 的 (让 如 奸 去 公园 于 靠 干 , 划 有 元 
素 i 电 二 2.2) 站 二 1,2,… ,加 存在 能 (qa) 是 一 个 单位 陈 。 


9. 有 限 生成 的 o- 杰 的 结构 ”要 握 述 结构 定理 所 引入 基于 o- 
模 的 基 些 一 般 概念 ; 其 中 有 些 杠 念 已 在 上 由 莎 性 变换 决定 的 神 的 特 
玖 情形 里 遇 条 |， 

分 * 是 o 叶 模 轴 的 任意 元 素 , 则 使 Bx 二 0 的 元 来 Eu 的 集合 
3x 是 一 个 理想 。 这 个 理想 吓 做 论 来 x 的 阶 理想 . 如 胃 n 基 一 个 
主 理想 整 区 ,如 3。 = Cpx)。 青 则 ,如 果 # 二 D2] 及 3 友人 0}, 出 
可 把 pgp 正规 化 使 首 项 柔 数 为 1。 这 样 得 出 的 上 是 上 面 讲 过 的 指 
导 多 项 式 ， 

和 里 固定 元 素 * 的 情 数 xx 的 全 体 {z】} 是 一 个 子 模 ， 我 个 号 
{x}) 做 由 x* 生成 的 循环 子 模 ; 寿 且 如 果 腾 里 存在 有 一 个 使 咒 二 
Le}, 则 筑 叶 侯 循环 槛 。 如 时, = 二 40), 剧 子 模 {x} 基 一 个 自 出 
模 ， 在 相反 情形 ,如 果 3， 去 (0), 则 襄 * 是 有 有 拱 夫 . 

媚 朱 yy = wx， 着 且 有 ES 刚 By = Bax 一 aBx 二 0， 所 以 
BE5y， 从 而 3.C3,，。 如 果 }Y 是 {4x} 的 另 一 个 生成 元 素 , 剧 世 有 
3$, ES 于 是 ,3 二 3,， 改 阶 理想 只 与 循环 子 机 有关 , 贞 与 这 
个 子 横 的 特殊 生 友 元 束 无 尖 ， 

如 果实 ， 和 全, 是 模 策 的 子 模 , 而 
(16) 六 二 入 十 各 十 -十 折 
的 意义 是 : 中 为 含 所 有 入 ;的 于 机 中 的 最 小 者 ; 埋 且 车 
(7) BNC 十 二 十 Wy 十 :十 钢 ) 一 0 

(tio=1,2,.. ,7), 

昌 夫 针 是 子 模 涡 ,,.…，%, 的 直接 和 ， 如 果 放 些 条 件 成 立 ， 剧 也 
作用 三 和 四 和 生生 伟 如 同 在 癌 量 罕 明 的 情形 , 导 一 下 四 
有 狼 … 儿 筑 必须 而 且 只 镇 贰 里 每 个 x* 有 一 种 具有 上 且 只 有 - -种 六 
法 写成 x 十 x2 圭一 土 % 的 形状 ,这 里 zi ER, 

全 0 是 主 理 炉 整 区 , 则 0- 模 的 基本 结构 定理 可 滤 之 如 次 : 

定理 6。 如 果 "是 一 个 主 理 想 整 区 ,其 任 训 有 限 生 成 的 o- 模 

ay 号 9 


基 循 于 子 模 的 喜 接 外. 

证 全 [el eye) 基 由 的 生成 元 素 的 歼 侣 ， 与 前 此 一 - 
样 ， 相关 菩 丙 (ay 辐 "' tw) 的 自由 模仿, 及 他 利 筑 上 的 0“ 同 恋 
Ti 一 工 由 cei， 分 导 是 核 , 章 名 有 rm 所 症 个 元 素 的 一 个 大， 
就 当前 日 的 来 就 ， 我 们 只 需要 较 觅 的 糙 困 ， 即 祥 是 有 限 征 成 
的 ， 全 (or oa en) 是 生成 元 素 的 集合 , 并 且 与 前 疝 ~ 样 分 


Vi 二 Gi (i 二 1，2, .za) 是 联 精 四 及 二 的 关系 今 以 
j=1 


(这 里 # 二 
pp 二 二 Deet 而 朋 Cp) 及 (Cv) 孝 是 单位 , 副 避 的 生成 元 素 
的 攻 仿 合 (mo om 甘于 邓 的 新 基 人 (ny 瑟 ， 的 ) 的 阵 是 
CjCo)Cp)7'，。 我 们 选择 单位 阵 Cp) 及 (使 CpGCeJCa) 有 范 
式 diag {页 损 ， 5,0, …… ,0}.。 于 是 , 联 缚 新 的 生成 元 来 的 
(C18) wo 一 By 0 = Bt = pry rr = Dy wm 0, 

他 定 习 后 一 二 hrefi 因为 Cy) 是 一 个 单位 障 ， 夏 这些 元 素 - 也 基 策 
的 年 成 元 索 ， 我们 可 以 琳 定 

(19) 各 一 {e Bt 人 BB {er), 

并 且 {ej) 的 阶 理想 在 i 志 + 时 是 (857), 而 在 i > sf 时 息 (0)， 这 因 
为 ,ei 是 生成 元 素 , 故 (16) 成 立 ， 要 贬 (17) 成 立 , 必 须 证 明 ; 如 果 


下 


这 Bie; = 0 出 每 个 Be 二 0， 因为 关 二 必 pijtj, #7 二 et。 有 以 

1 
本 Bes 二 0 可 推 繁 于 Biz; EV 思 为 忆 是 氏 的 生成 元 素 , 这 说 朋 
D2. Bi 一 Dri 基 以 ， 

1 四 

Batt Bet -+ Be = YB yd t+ Yr, 
因为 ## 构 成 他 的 一 个 基 , 由 此 就 推 得 
让 Bi yd i> rr 时 Bi = 0. 

故 在 i > 7 时 必然 地 Bei 二 0， 及 因为 ww EN, 而 7? 迄 7r 时 二 
B00， 于 是 在 1 之 7 时 出 有 Bye; = yiBe; 二 0， 
这 证 有 明了 我 簿 和 的 断定 的 前 全, 也 完成 了 定理 5 的 证 明 ， 


1 站 


我 们 还 信 弄 出 .在 1 > + 时 Bjei = 二 0 扒 逢 二 0 故 除 表 和 想 
3 二 《0)， 叉 我 们 已 知 ,如 果 i 生 7, 则 Ber 一 0 迟 几 而 县 只 需 记 
是 克 指 倍数 ， 效 难于 这 些 ，， Sc = (8 ， 这 部 有 了 上 面 断 定 的 后 
年 . ， 
人 字 唤 小 全 的 畏 果 答 出 另 一 个 加 有 明 ， 首 先 , 习 轴 夺 到 :如 果 生 成 
元 素 ei 全 ”十 1 pa) 有 阶 理想 二 《0 有 则 如 feeterra}， 
:fen 的 循环 子 模 的 赴 接 和 是 一 个 自 由 模 这 因为 ， 如 果 
Brertl 十 Pir2erra 十 …… 十 Bues 二 0， 则 每 个 Bie; 二 0; 奚 因 为 
3 一 《0 ,页 羽 =4 其 次 我 个 相识 ,条 的 有 限 阶 元 素 的 子 集合 
名 是 一 个 子 模 . 这 因为 ,和 如果 yy EE 全 而 BB 了 郑 0 时 Biy; 三 0; 蜀 
Ba 一 y2) 二 0， 并且 BB; 天 0, 如 果 六 过 局 ， 由 对 于 和 在 澄 wx 还 
有 ay€，。 今 将 诡 明 ;由 所 有 厅 性 如 全 iei 十 es 十 十 aver 
构 戌 的 子 模 瑟 二 {el 由 (oj 纺 ,… 四 {er} 确 是 和 里 有 限 阶 元 素 
的 子 模 名 ， 因 为 efEgt 二 1, 2 rr 页 蕊 反 侣 。 另 一 方面 ， 
合 ? 一 aei 二 oa 十 十 ones 5B, 则 在 在 有 一 个 BB 六 了 ,使 

Bmer + Boas i :+ Beses = 0, 

我 们 已 知 , 由 此 可 推出 j++ 时 Pa 二 0，。， 藤 ? 六 + 时 &w 二 0 市 
y 毛 号 ， 于 是 , 吝 二 5， 但 显然 入 二 人 狼 {ej} 幼名 {ey) 二 
5 名 EE 是 白 由 模 , 这 里 = {fernl 终 … 时 {es}， 这 区 明 了 下 面 

定理 7. 恕 采 0 是 一 个 主 娃 想 整 区 ， 则 任意 有 尼 生成 的 叶 模 
是 有 限 阶 元 素 的 子 权 与 一 沾 自 由 弄 的 覃 接 和 ， 

最 后 我 位 要 说 ; 在 分 解 呈 一 Le 由 fo 力 … 旨 {er} 星 梧 
摘 去 阶 理想 是 C67) 二 《1) 的 项 fei。 如 果 有 个 这 样 的 项 , 则 可 
邯 cy 一 访 人 一 1，2 这 星 上 一 * 一 下， 我 们 和 还 用 # 玫 
示 有 限 阶 药 了 的 个 烙 > 一 4 月 ”表示 其 余 的 了 的 个 数 二 一 r， 和 大 
且 殷 记 甘 5464; 改 为 六 于 是 ， 


(20) R= {BD {BB (1), 
这 里 
(21) Sn = (67) (一 上 zz Sr = (0) 


se PF 


(Rx 门 ， 

在 普通 的 变换 吾 情 形 ， 我 何 的 苦果 就 特殊 化 成 下 面 的 两 个 定 
了 再， ， 
定理 8 余党 有 肾 生 上 的 迹 换 覃 且 循 环 温 的 直接 和 。 
定理 9 任意 有 限 生 成 的 交换 草 是 一 小 有 有 蝴 可 与 一 个 自由 可 
间接 和 和, 
有 痕 剧 是 人 6 二 人} 鲜 (四 鲜 {有 ;如果 5 正规 化 海 正 
数 , 淹 扣 的 阶 是 六 0 2 

10. 不 变性 定理 本 节 要 起: 价 理 想 (86), (6 ), "T's (8.) 点 
自由 部 分 {fw1) 田 [四 四 人 十 } 里 的 个 数 vz 二 1 一 nw 是 
不 变 的 ， 什 先 讨 诅 证 朋 中 希 要 向 关于 o- 模 方面 更 多 的 观念 ， 

分 办 是 一 个 o- 模 ,全 是 一 个 子 模 ,而 汽 /6 是 陪 集 x 十 扣 的 商 
剧 ， 加 果 mE0 测 x 十 全 ER/5, 定 义 wtx 十 启 ) 二 ox 十 名 , 
为 所在 纯 晤 乘法 下 是 封闭 的 ， 喜 这 里 烙 出 的 夭 保 ax 十 BG 与 陪 集 
+ 十 扣 里 选取 的 代表 * 无 关 ， 我 们 易 知 , 只 /G 基于 这 个 引 量 乘法 
的 定义 化 为 一 个 o- 模 ， 写 的 证 明 与 在 向 量 空间 的 证 明 几 同 (参看 
第 -- 音 , $ 9)， 我 个 还 注音 到 :如 昌 鲜 明 有 限 生 成 的 ,生成 元 素 是 
(el ea el， 则 及 /各 是 有 限 竺 虐 的 , 其 生 艳 元素 是 el 十 5， 
cz 十 全 ,es 十 各 . 

次 设 名 是 6 里 一 个 理想 ,对 于 有 所有 BEB 及 所 有 x《 贸 具 有 性 
盾 Bx = 二 0，。 分 有 二 ww 十 出 基 差 环 5 三 0y 里 - -个 陪 集 ,出 定义 
zx 一 ow， 划 虹 名 一 区, 出 w 一 x 二 BEB 所以， ax 一 (ai 十 
B)x 一 mr 芍 &r 是 5 里 的 与 民 虹 的 x 的 单 值 曾 数 ， 容易 脸 
证 ; 器 是 关于 这 个 图 数 的 -~… 个 z- 模 ， 

令 拒 不 变性 的 证 明 分 作 车 于 段 着 出 ， 首 先 ,分 外 二 年 是 一 个 
自由 模 , 其 菇 为 (1, tw)， 分 外 是 -个子 模 , 荐 避 vi, oa 

… zw) 表示 委 的 一 个 是 ， 则 用 在 定理 6 的 族 明 里 的 新 元 素 #， 

v9 分别 构 威信 与 针 玖 基 ， 用 关 季 (18) 联 精 这 些 元 案 。 今 因为 基 
元 素 说 有-… 个 性 0, 显然 (18) 时 有? 二 m， 所 以 ，! 的 个 数 不 少 
了 于 -的 个 益 ; 二 村 加 各 机 信 加 二 全 , 则 订 把 1 与 v' 互 换 而 谣 


+ FB + 


得 sw 二 #。 流放 明 了 自由 o- 模 的 任 管 基 里 元 素 的 个 数 是 不 变数 ， 
洲 里 #8 为 一 个 主 理 想 整 区 、 仿照 向 苘 空前 ,这 个 数目 叫做 让 由 模 
的 礁 玖 ， 

次 敲 旬 二 所 的 每 个 元 有 有 限 阶 ， 全 

SE={hB{R DG Bf) 
是 另 一 种 分 解 为 循环 子 模 合 8; 一 (8) 天 (0) 而 2 和 科 ， 
我 们 要 证 上 = 二 及 (6 一 《090 二 【2,…,#)， 定 义 一 个 分 解 
6= 人 (人 四 {有 田 … 申 仿 ) 的 长 度 为 于 4, 这 里 5 是 页 的 长度 ， 
性 第 一 种 分 解 有 最 小 兵 庆 ， 着 且 将 用 归 灿 法 证 明 关 于 这 个 最 小 长 
度 的 定理 . 

全 工 是 -- 个 固定 素数 ， 和 着 全 6' 表示 65 里 能 使 xy 一 0 的 元 过 
y 的 子 集 合 ，5' 是 6 的 一 个 子 模 , 设 y 二 全 yf E86 和, 草 刁 ny: 二 
0。 于 是 , xyi 可 用 证 除 尽 ， 由 此 推 得 6;|y;, 或 是 x|6;，。 如 果 前 
者 成 立 , 则 yj 二 0; 如 果 后 者 或 立 , 旧 YY; 是 5 = 二 x 的 一 个 檬 
激 ， 区 3》 的 形状 为 之 0;3jfi; 这 里 是 最 小 整数 能 使 6 被 < 队 尽 
的 ， 这 赢 主 明 了 

©' = (6fi) BD Leanptin} 四 中 {op}. 
同 理 ,得 
SE’ = {68} DB 1 DB (sr 

因为 全 的 每 个 元 素 泛 合力 程 xy 二 0， 丽 避 可 痊 作 二 横 ， 其 中 
5 二 of/(w)， 因 为 x 是 素数 , 议 知 5 十 一 个 域 (大 看 本 书 第 一 答 , 习 
题 48 的 第 2 题 }、 于 是 , 台 是 0 上 一 个 向 革 底 盎 ， 于 由 锥 数 不 变 
性 定理 (或 由 关于 自由 模 的 上 画 糙 时 ) 知 ， 两 种 分 解 里 基 元 素 的 个 
数 相 间 ， 因 此 ,* 一 闫 一， 一 大。 

邻 阔 取 是 页 的 一 个 因子 , 惠 二 1, 而 方程 :一 站 二 一 玉 
指骨 # 空 t。 同 埋 ,如 果 取 x 是 新 的 一 个 因子 , 上 则 得 ;之 改 
二 ff 我 们 今 知道 , 如 时 选取 x 是 各 的 “个 因子 ， 旧 上 记 二 1 可 
推 每 # = 1; 因 此 就 也 是 训 的 一 个 因子 , 

其 袍 兰 虚 子 横 xS， 刚才 使 用 的 论证 指出 : 


a ya 


(22) a = {rf) B (cf 四 四 (对 
= {nf BD {rfren} BD B rf, 

这 里 记 与 访 分 别 直 沸 合 4 与 gr 不 是 7 的 相 件 数 章 最 小 整数 . 
于 是 ,xf 的 阶 理想 是 (em ， 而 zf 的 阶 理 想 是 (si), 并且 61 与 sj 
适合 可 除 性 条 人 性， 至 此 ,我 位 可 用 归纳 法 假设 于 模 的 长 入 而 摊 得 
一 不 二 1 一 人 ,及 (gx) 二 《8 人， 《6 二 (87H; 这 些 革 
条 还 推 得 (0) = (680) (62) 二 06D,………， 这 就 证 朋 了 横 人 的 《65) 
的 不 变性 , 

最 后 , 次 处 一 裔 身 形 。 如 果 怠 是 有 限 阶 元 索 所 租 成 的 于 模 ， 
刚才 证 明 的 辕 果 指出 : 有 有 限 阶 和 的 天 的 个 数 # 与 有 限 阶 的 五 的 个 数 
x 相同， 再 剧 居 于 对 应 的 阶 理 闽 有 (5) 二 (81)， 今 考虑 模特 /SB; 
我 们 易 知 这 个 槛 是 月 由 模 ;, 以 万 十 怠 , 十 总 为 基 ， 和 而且 -也 
太 户 十 扣 ; ,所 十 全 为 其 豆 由 对 于 自由 杰 已 证 铭 社 果 
知 ,f 一 # 一 一 的 入职 完 威 了 下 面 的 定理 的 让 明 ， 

定理 1 令 扣 二 仿 } 纤 … 纤 {f= 人 力 …: 狼 {所 ] 是 
一 个 o- 模 的 两 种 分 解 为 非 零 的 循环 挠 ,这 里 "是 一 个 主 理 祖 整 区 . 
设 端 理想 适合 儿 件 (21)， 而 对 于 天 有 类 仅 的 情况 ， 则 上 一 二 ， 而 
9 -30 一 1 

刚 和 证明 的 烧 定 理 可 用 以 征 训 阵 的 不 变 因子 的 瞧 - -性 ， 除 了 
单位 因子 不 计 。 辟 得 于 面 的 定理 

定理 11. 加 果 diag (8 2 0, 0) 与 diag {6 
6,， "0 , 0} 是 等 价 的 | 位， 字 入 的 元 素 在 一 个 主 
理 禄 整 区 0 星 , 寺 且 8 8 所 门 , 结 | 全 帮 门 ; 央 + 二 ;而 亲 
是 Cf 二 1，2，" ,+) 的 相伴 元 过 . 

就 ”全 入 是 基 为 (6 和 …，t) 的 一 个 自由 模 , 卉 全 哮 基 击 
go 二 二 0 本 成 的 富 模 ， 则 
全 /9 是 循环 模 三 一 + 雄 的 一 个 自由 模 的 由 接 和 , 而 这 些 循环 模 
的 阶 理想 荐 (6 :6 (8 男 一 方面 ,由 等 价 的 假 起 可 挫 
得 : 我 们 能 求 班 计 的 -一 个 新 基 (ny 及 届 的 新生 万 元 


四 站 rr 站 
袁 al 三 外， 2 Sf, Ty Vr = Bt, 一 0， ”人 U， 


+ BO * 


这 吉 输 出 共 / 弥 分解 为 循环 模 与 2 一 7 维 的 一 个 自由 楼 的 直接 和 ， 
而 汶 些 循环 模 的 阶 理 概 是 (60 ， 0587， (6 因为 可 除 性 条 
件 成 立 ， 故 由 定理 10 扒 得 7 一 + 及 (867) 关 (1) 时 587) = (6D， 
由 此 可 推 知 ,对 于 所 有 i 有 (6;) 一 (67), 

次 就 这 个 略 时 纵 田 另 一 个 夭 粹 用 了 贷 的 旋 明 与 此 回 时 六 得 出 
计算 不 变 因 子 的 一 些 有 用 公式 . 

我 们 首先 观察 狼 : 如 果 (wy) 蚌 任 音 m X * 阵 , 则 (ce) 的 行 
是 (0) 的 行 的 线性 组 合 ， 可 (p(t) 对 于 任意 的 六 行 子 式 是 
C0) 的 并 行 子 式 的 线性 租 合 ， 同 埋 , (ef 的 产 行 子 式 是 (5) 的 
六 行 子 式 的 线性 组 合 . 合 全 这 两 个 结果 可 岂 , (C9)(p) 的 六 行 
子 式 是 ke) 的 六 行 半 式 的 如 性 租 合 ， 守信 AjCo) 是 (ea 的 关 行 
子 忒 的 一 个 局 高 侠 因 子 , 卓 我 们 的 结果 指出 : 如 果 (5) 二 (on)， 
则 人 KEJTAAT)， 如 条 Cp) 及 人 加) 是 半 售 , 则 还 有 ifr JIAra) 
于 是 ,A(T) 与 AKG) 是 相 件 的 ， 今 应 用 这 个 结果 于 等 价 的 陵 的 
范式 


diag {8;, $2, "6, D0, + 0}, 
diag {6 ,6 0 0}, 


对 于 这 些 陈 的 4 分 别 记 做 人; 及 入 ;。 因为 关于 4 及 好 的 可 除 性 
条 件 , 故 可 到 
Ai 一 bb 有 

因为 对 于 每 个 六 4; 是 Ai 的 相 件 数 ， 故 + 二 rr。 又 Al 一身 是 
人 A 二 信和 的 相 健 数 ， 而 862 是 986; 的 相伴 数 , 可 推 得 2 与 3 是 相 
件 的 . 这 样 灵 纺 下 去 可 郧 :对 了 于 每 个 六 坟 与 太 是 相伴 数 ,， 这 就 
还 让 明 了 直面 的 定理 . 

定理 12， 态 Aia) 是 Ca) 的 和 - 行 子 式 的 一 个 最 酶 盘 因子, 着 
设 ) 迄 7 时 Aia) 天 0, 则 元 素 6 = Ai(a)， 6; = AxaJAtKa) 
A (6)! 构成 Ca) 的 三 网 困 子 的 集合 。 

i. 向 量 空 笛 关 于 糙 性 变换 的 分 解 ” 今 来 花 述 和 上 向 监 闪 天 
里 … 企 篇 性 变换 4，。 我 倍 度 用 上 而 辆 果 于 由 了 类 定 的 [4]- 模 


s 1 遇 


凑 .。 因为 每 个 向 量 x 有 一 个 指导 多 项 式 mu 人 (人 于 0 闻 一 和) 出 
{由 狼 :图 (让, 这 里 5 王 (8) 到 (0)， 和 于 (I), 诗 且 各 果 
了 生存 则 人 ii85。， 放 不 变 周 子 埋 想 《8) 是 唯一 决定 的 . 

如 果 fai 62 ep 时 芋 上 有 的 一 个 基 , 贾 eid = 它 asjey， 
因 (ew) 基 妈 美 于 这 个 基 的 障 ， 而 元 素 o 二 工 oii 一 ht; 构成 自 出 
模 玉 与 叶 之 关 的 同 态 了 的 核 习 的 -- 个 基 ， 所 以 , 必须 化 为 范式 
以 求 不 变 因 子 班 想 指 阵 旦 


A gt 一 人 tn 
ed 
一 wml fz 人 一 Onn 
这 个 阵 的 范式 是 
(24) diag {1, 1 :7,1,6,8,,..., 8,}, 


这 里 假定 6 二 太志) 的 首 项 系数 是 1，。 我 们 的 结果 了 迁 指出 怎样 线 
竺 了 的 一 个 全 侣 使 和 三 访 } 四 1 站 国 … 四 人 fj， 如果 (x) 点 
(no) 基 划 位 贰 使 (9) (Co) (0) 是 范式 ， 工 且 ai 二 wthej,， (Cp*) 一 
C2707, 因 可 联 天 二 ep 

把 本 环 子 答 间 {fi} 里 的 下 基 合 提起 来 得 条 区 一 个 省 某 ， 如 
果 训 的 度数 是 5, 剧 (, 记 4，… ,上 4%"1) 是 {fj} 的 一 个 大， 于 
是 ， 

(hi, fA Am 1!: ,fA bhAm!; "T+, frA™™!) 
是 且 上 上 筑 的 一 个 基 ，4 关于 这 个 基 的 阵 的 形状 是 
Bi 
(25) 8 | 
人 

这 娃 , 对 角 块 B; 是 5;(X) 的 记 阵 ， 由 不 墅 因子 在 想 所 完全 决定 的 
阶 (25) 时 作 二 的 欧 当 典型 障 


+ 人 2 


人 } 


使 用 下 面 的 者 察 可 得 更 精 信 的 肉 型 束 、 合 
SA) = rr A ra A 5 FA 
是 5 分 解 为 不 同 器 因子 的 过 的 因子 分 解 . 由 $4 的 定理 3 得 
{二 图 {2) 田 … 钱 {fi}， 这 里 坟 的 指导 多 项 式 是 
riifl)51 他 在 符 个 {F# 里 选取 本 章 $ 4 上 所 答 类 型 的 一 个 基 , 往 
距 世 合作 起 求 莽 输出 策 的 一 个 基 , 而 4 关于 这 个 基 的 阵 基 


Cl 
(26) © | 
ee 
这 里 CG; 与 (25) 里 B; 的 阶 梢 同 ,而 
(27) Ci 二 Ci ， 》 
Ci 
玉里 
Py 
Ni Pi 
{28) Cii 二 Nis Pi (8 个 块 )， 
Ni Pi 


埋 且 是 mi) 的 放 阵 ,从 Niy 具有 C10) 的 形状 。 这 样 得 出 的 
阵 叶 似 4 的 古典 典型 看. 号 显 出 素 因 子 ri) 及 这 些 圳 因子 在 
6:(4) 的 因子 分 解 里 的 指数 ， 理想 (rz 叫 骨 4 的 初等 因子 
理想 ， 多 项 式 A 时 伐 (9 二 A 一 (ol 的 初等 因 计 ， 

例如 ,发 11 一 (ea) 里 基 二 的 不 变 因 子 是 居 一 六 一 和 十 1 二 
(一 1 TI 及 天 一 3 十 3 一 1 三 人 一 1 二 上 ， 则 
绞 当 典型 | 耻 是 


| 010 

01 

Em 

| 01 0o0000 
00 LI000||. 
00 0100 
0n 0010 
00 0001 
10~3030 


这 里 本 等 因子 是 以 一 了 人 十 1 一 1 (二 1 六 
古典 典型 陈 是 


1 0 
【 工 
一 1 
100 
110 
0 Li1 


要 说 明 求 典型 阵 的 方法 ,分 4 十 线性 变换 使 


eA 二 el 26 be 
ea 过 一 一 如 十 3e3s 
ed 一 一 el 一 ez 十 423) 


这 里 耻 (we) 是 


。84 ， 


所 以， 


= Pe 


一 1 一 2 6 


一 1 nm3 
一 ] 一 1 4 
而 
i+1 2 一 
A {ea) 一 1 一 3|， 
1 1 A—4. 
我 们 有 
0 1 0 1 3 一 3 十 4 1 0 0 
0 —1 1l[Al—{e)]jl0d 0 一 1 一 | 0 A—l 0 
1 一 人 十 2 一 3 0 1 一 1 0 0 CA—1) 
故 
1 3 一 3 十 中 1 4 一 3 
《四 一 |00 一 1 (oa 一 0 一 1 工 ， 
01—1 0 —1 0 
而 
ei 二 =e 二 hes— 36 = At esd — 3e3 0, 
61 = 一 ca + 63, 
ea 一 一 &2, 


看 得 屿 移 当 阵 ,我 全 使 用 基因 三 四, 帮 一 63 有 二 634 二 一 383, 
于 是 ,和 攻 当 备 是 
| | 


0 1 
—12 


把 La) 变 济 这 个 阵 的 由 是 (fi, 包 ， 及) 关于 (ei, e163) 的 阵 ， 而 这 


个 孟 是 
f 一 1 | 
YY 一 上 1 


» 85 里 


我 加 可 以 作 验 帝 : 
一 | 一 26|10 一 1 i117 
一 上 3100 一 上 0 一 


0 一 上 L 1 1! nn 
0 i 每 D nl1l. 
0 一 3 站 一 1 一 1 4 0 一 3 0 一 了 2 


今 就 由 是 复数 找 或 更 一 般 的 任意 代数 曾 谨 > 情形 兽 虑 十 由 
漠 阶 ,， 此 时 正 浆 数 的 不 可 物 多 项 式 只 是 - "次 洛 项 式 ; 所 以 初等 央 
子 的 形状 是 C4 一 p2*， 对 应 于 这 个 初等 因子 的 块 (< 即 t28) 里 的 Ci, 
是 


(29) . 
i 
吉 典 典型 阵 就 由 这 个 类 型 的 一 块 块 笑 茵 在 主 对 角 稳 上 ., 
次 喜 重 是 实数 城 ; 此 时 正 次 数 的 不 可 物 包 项 式 是 一 次 多 汗 式 
及 二 次 还 瑞 式 必 一 耻 一 ,这 里 记 十 4y 之 0， 荐 答 因子 的 形 妆 
是 一 pt, ( 训 一 站 一 YY 与 (1 一 p+ 对 应 的 阵 块 是 (29)， 
而 与 ( 居 一 及 一 YY 对 应 的 陋 块 是 


| 
0 1 
Y 8 
0 0|01 
(30) 1 0I7 8 ( 开 个 十 ) 
0 0 1 
1 7 有 | 
J 


1 如 果 采 激 在 一 个 城 里 的 多 午 式 它 的 根 世 者 在 这 个 不 里 ， 则 这 样 的 趟 外 焦 代数 团 
城 ， 一 个 等 价 的 从 交 其; 未 数 在 城 里 的 急 个 多 项 式 星 导 一 妆 字 蕉 水 时 ,这 
样 甫 域 叶 做 代数 奸 域 ， 


" B66 。 


HOT HE 


4 -2 -2 3 

机 人 交 十 下 其 型 阵 , 划 求 使 这 个 建 瑟 为 典型 附 的 陆 。 

2. 能 啊 下 面 定 理 : 甸 - 里 两 个 各 ka) 与 《有 相似 的 充 村 条 件 是 L-(o 与 41- 
《5) 在 硬 [A]w 里 有 相同 的 不 变 因子 

3， 讨 明 : 任 党 陆 与 它 的 折 转 于 相似， 

4, 已 和 而 等 因 于 为 一 了， 一 共生 二 2， 站 二， 下 十 埠 ， 人 十 尹 ， 
则 未 变 因 于 是 什么 ? 

5 证明 :如 时 了 是 导 音 向 量 , 容 的 指导 沁 项 式 是 4 的 晤 低 多 天 式 ， 则 存在 一 个 不 
变 子 虹 闻 语 ( 语 #4 记 写 ) 恒 人 R= 入 由 各. 

6， 使 马 是 一 个 不 变 子 宝 寺 使 4 王 记 里 及 在 筑 / 富 里 诉 导 出 的 变换 的 不 变 因 子 
人 澡 介 起 来 能 焙 出 4 的 研 有 不 变 因 子 ， 赴 明 ; 有 另 一 个 未 变 子 空前 1 存在, 使 听 = 
Gl, 

12. 特征 多 项 式 及 旭 低 和 争 更 式 仍 们 合 胃 ={f} 由 (人 外 
儿 认 ,这 里 天 的 阶 种 想 是 不 变 因 子 理 琅 (567)。 下 二 的 指导 式 是 
而且 如 果 让 么 时 证 13，。 我 们 知道 ,4 的 最 低 多 项 式 (4A) 是 
生成 元 素 户 的 指导 党项 式 前 蕊 小 怪人 悦 式 ， 由 可 除 性 条 件 知 ,这 个 
lcm. 是 上 0 吉 只 0) 二 人 (1)， 

休 人 (a) 是 了 过 的 任意 阵 ， 我 全 知道, 如果) 一 det (41 一 
Co; 而 入 (说 是 和 仙 一 (m0) 的 (wn 一 1)- 行 子 式 的 最 高 公 因 子 , 列 
下 两 关 尝 或 立 ， 

(31) A A) = (18.4) 6,4), 

(32) Rh = HM) = A LA A) 

多 项 式 As 时 做 (a] 的 (或 4 的) 特征 多 项 式 ， 各 果 引 用 (23)， 
可 内 

《33) AM) = oat A or 

这 时 ez 是 ke) 里 i 阶 对 苗子 式 的 和 ; 其 中 特别 重要 的 是 第 一 个 发 
未 了 一 个 &, 宪 向 旦 

{34) BE 二 六] + Waa 十 四 二 Cm Ws 一 det Cay. 

前 者 叫 徽 《ea) 的 员 Ke 的 这 个 画 数 的 性 盾 将 在 4 TI4 里 就 述 ， 


87 。 


译 夺 我 们 知道 ,如果 v0h) 是 使 并 4) 二 0 的 杆 意 多 项 式 ， 划 
IC 二 0， 如果 gC4) 是 4 的 最 低 多 厦 式 , 居 C2) 也 是 (ay 的 
度 低 多 项 式 ， 所 以 ,我们 的 千 果 可 述 成 下 面 关 于 自 的 定 进 ; 

定理 13。 令 (a) 是 _, 蜂 一 沾 障 ,大 且 令 AstX) 一 det(1 一 
(C00) 及 Ci 二 Aoc2D)LAsA(0] 一, 这 里 Ai) 是 A1 -- (a) 的 
ka 一 1) 行 子 式 的 最 高 公 因 子 。 基 1) 人 As)) 二 pC(a)) = 0; 
2) 如 时 ptX2) 是 使 pfka]) 二 0 的 任意 委 项 式 ， 央 pC4D) pC2): 
3)pt2) 及 An(A) 有 相同 的 紊 因 千 ， 

由 关于 4 所作 的 证 明知 ， 前 两 个 性 质 是 显然 成 立 的 。 最 后 
一 个 性 盾 可 由 (31) 及 所 有 (4) 是 总 (4) 三 2 的 因子 的 事实 得 
由， 

定理 13 是 汉 米 如 - 饥 莱 关于 特征 多 项 式 的 完 理 及 短路 本 夺 斯 
关于 最 低 多 套 式 的 定理 的 合成 ， 这 些 咎 浊 的 在 接 用 阵 作 证 朋 见于 
下 一 节 ， 


习 题 26 


1、 襄 明 : 4 是 循环 变换 必须 而 且 只 人 短 A1 ~ 《cy 只 半 一 个 寺 工 的 不 变 因子 ， 
2， 诈 明 : 如果 C&) 是 无 势 耻 ， 则 41 一 <a 的 不 安 因 子 的 形状 让 基 %m。 由 此 床 
明 : 任 意 苞 势 阵 与 医 状 如 


的 阵 林 贷 , 这 里 Ni 的 形状 旺 


0 
“| ， | 
1 0- 


3， 训 明 ; 元 素 在 复数 威 里 的 阵 与 对 角 卫 相似 必须 而 此 只 须 它 的 最 低 多 项 式 当 有 
时 根 ， 

4， 订 明 : 如 果 《o) 是 同 势 陆 , 则 44 一 (9) 的 刀 靠 因子 是 处 三 着 县 和 一 1。 应 用 
这 个 精 昱 迹 明 第 -- 章 , $13 末了 一 段 关 于 委 是 一 个 威 时 节 精 条， 

5， 艇 明 : 如 时 是 非 零 曾 最 ,使 w4 一 pu, 姑 记 是 特征 多 项 式 的 根 。 皮 过 来 ， 家 
明 : 如 果 户 是 特征 多 顶 式 的 一 个 根 ,属于 当 里 , 癌 有 非 等 向 基 旋 存在 ,更 #4 一 pa， 

6. 使 m4 = pu 的 非 者 向 量 #s 则 做 区 的 一 个 持 征 用 其 ， 新 明 :如 是 鱼 是 代数 并 
城 , 则 这 样 的 向 县 必然 存在 。 直 虐 :如 果 更 是 活 数 成 。 则 重 上 奇数 挫 空 间 怖 全 性 放 
粒 性 变 复 棚 有意 征 向 县 ， 


"a 


13. 定理 13 的 这 接 证 明 ”我 们 已 给 的 定理 13 的 证明 井 从 陛 
往来 看 雪 免 法 得 有 些 不 和 次 。 本 节 将 推广 舍 于 这 个 定理 的 和 略 果 和 震 
对 这 些 笑 果 葵 提 直接 的 证 肯 。 先 届 "是 带 岳 等 元 素 的 任意 效 换 
环 ， 侣 0o[4 基 含 不 定量 和 的 多 骨 式 环 ; 乔 且 许 论 阵 环 of 这 个 
环 含 有 有 元 未 属 玉 5 的 阵 的 于 区 ns: 它 还 含有 卫 

AL = diag {XA A}, 

显然 这 个 阵 届 于 o[4], 的 心 ， 当 前 我 们 主要 观察 的 目标 是 o 呈 4j, 二 
nn A1] ,而 Al 关于 0 是 超越 元 素 ， 这 因为 ,分 tat)) 是 of[X], 里 
一 个 任意 阵 ,并 裔 
(35) gdh) 一 om 十 ont ant + 
如 于 我 们 忆 起 积 Ca)l 可 由 以 入 策 (a) 的 所 有 元 素 而 侍 , 则 可 知 : 
(36) Coa) = Ca tt Codl + Coe)th1) + +, 
这 里 (ax 是 陆 , 罕 的 (i, 站 "位置 上 的 元 洪 是 at， 次 设 (oo 十 
(ajal 十 《ea 大寺- 三 0, 则 在 铀 的 站 -元 染 可 由 (35) 敬 
为 因为 这 个 沅 素 徐 于 0, 鼓 iii 二 0。 于 是 , 莹 信 人 ex 二 0, 这 
就 证 明了 Ll 关于 0 的 超越 性 ， 

如 时 ， 

中 人 一遍 十 有 十 及 12 十 
是 of 里 一 个 多 项 式 , 遇 pCCa)) 是 叶 
Bl 十 Ble) 十 Blew)’ 十 

这 里 B(y) 通常 可 由 以 应 汪 《y) 的 全 全 天 于 可 故 pCa)) 
可 由 $C)1 二 Bl 十 BAL) 十 BCX 十 :时 以 (0) 代 赤 社 而 
得 . 

如 果 Co) € 0;， 则 定义 特征 多 项 式 Au) 是 属于 o[4] 的 多 项 
式 det 21 一 《o)) 令 计 下 面 的 完 理 , 

定理 14( 汇 米 顿 - 跑 某 )。 如 果 Ca) E00 是 上 带 恒 等 元 素 匆 一 
个 交换 弄 , 而 入 ,CX) 是 圣 征 多 项 式 , 基 和 Co) = 0. 

证 ”我们 已 知 恒等式 ? 


1) 吏 木 书 第 一 答 , 第 一 童 的 5+ 


§ B99 和 


(C37) [ii—(e)ladifAi~ (oa)] = dah Ce))l = AN), 
全 ad [A 一 Co)] Eofils 一 oo 人 而 它 的 元 素 的 次 数 和 一 1， 
所 以 

adj Al ~ Co)] = (BYCALTYT + CPN OLY + CB), 
还 有 ;各 果 和 C0 三 入 一 十 -十 《一 1)"ax; 有 

人 sf = CP A) 1. 
套 恒 等 式 (37) 等 价 于 ~ 
《38) [A ~ Co}]ICBICADY 十 (BDI + + t+ (PY) 
= GAY Co oT + 1 "el, 
国 时 知 杂 一 (e) 是 ool 入 ] 里 As(h)I 的 一 个 因子 ， 按 因子 定理 ?， 
这 可 推 得 
《ee 一 Was 十 十 (一 1T)zmroT 一 0， 

就 是 所 要 诗 明 的 结果 本， 

诡 设 0 是 一 个 高 斯 台 区 , 斌 朗 带 恒 等 元 素 的 一 个 可 交换 整 区 ， 
因子 阶 一 分 解 定理 在 这 个 吏 区 时 成立， 对 于 这 样 占 区 有 下 面前 

定性 15【( 镍 路 本 存 斯 )， 和 (ea7)E ps) 这 里 5 是 一 个 高 斯 整 区 ， 
着 且 含 AC4) 二 det (一 C98) 及 p00) 二 AnCODLBECA)]™', 这 里 从 4) 
是 媒 一 (Ca) 的 (w 一 1)- 行 子 式 的 最 高 人 因子 ; 央 1) p(ta)) 二 9， 
2) 加 果 p(XA) Eo0[A] 诉 vOCa)) 二 0、， 章 在 o[4] 里 Ch) ly(3)， 
3) As) 的 企 党 不 可 移 因 子 是 pC4) 的 一 个 因子 ， 

库 ” 因 为 ofX] 是 一 个 高 斯 秽 区 , 保证 了 of 的 存在 。 因为 
《na 一 1- 行 子 式 中 有 些 { 例 如 ,对 和 角 线 上 子 式 ) 的 首 项 系数 是 1， 故 
可 设 包 ?) 的 首 项 系数 是 1 因为 好 A) 是 所 有 (# 一 1)- 行 子 式 的 
一 个 因子 ,是 然 它 是 和 A, 和) 的 一 个 因子 。 商 au) 的 首 巴 系数 是 
1， 邻 全 《YC(2)) 表示 of4]s 里 的 阵 , 由 以 信和 ) 除 adj [41 一 Lm)] 
的 元 彝 而 得 出 , 轩 由 (37) 有 
(39) (1 ~ CO) = pW, 
由 前 面谈 明 里 所 用 的 花环 知 ， 这 个 关系 可 推 得 ut(a)) = 0。 这 

1) 见 本 书 第 一 爷 , 弟 三 章 。5 6。 


|] 


让 明了 1T)。 
今 全 (4) 是 能 使 pg*({a)) 一 0 的 最 人 次 在 赤 多 项 式 ， 我 师 
可 假定 ns) 是 林原 多 贰 式 ， 朗 v6) 是 使 vtCa)) 二 0 的 性 党 名 
项 式 ， 如果 焉 是 的 商战 , 则 在 PL[4] 黑 可 守则 
v4) = gh) + rR), 
这 里 deg r(4) < deg u*t43)， 用 vt 里 一 个 适宜 的 非 脖 元 绩 ? 乘 它 ， 
等 关系 


ma) 一 人 (DC + rd), 
这 里 qt4) 二 794(000) 而 nC) 二 yrC0) EDf4]。 把 (a) 代入 这 个 
关系 得 ri(te)) 二 0， 于 器， 由 上 5 人 (的 次 数 是 最 低 前 假发 知 
mh) 二 0。， 故 pr(CA)|mmC4)， 轩 为 PE 是 本 原 的 ， 故 上 区 他 | 文生。 
特别 有 pe |atA): 双 因为 由 1 的 首 项 系数 是 1, 故 可 假定 u*(X) 
的 首 项 系数 也 是 1， 

他 全 pl 一 AIR 因为 p*(Ce)) 二 0, 赤 把 二 朋 1 所 

用 的 论证 倒 畦 就 可 见 

eA = [A — Ca)] (50)), 
这 里 (8(4))E€ 0[4]。。 于 屋 ， 

A = ppLAIORY = Thi ~ Ca) C8) pOIOCYL. 
如 果 与 437? 上 比较 ,着 使 用 对 一 (e) 不 是 o[X]: 里 的 霖 因子 的 事实 !， 
社 - 

adj [ii — {0)] = CC) pC A VOCAL, 
故 江 一 《ee) 的 所 有 (Cn 一 1)- 行 子 式 可 已 pC2)80) 整除 因为 
访 设 信和) 是 (x 一 1- 行 子 式 的 最 高 翁 央 子 , 故 知 p(X2) = 二 1L。 于 
是 , gC 二 PC 而 2) 就 可 由 上 面 的 让 了 明 得 出 。 
对 证 3， 可 于 (39) 的 两 问 求 行列 式 , 得 
AsCAdetC yA) 一 [CD 
而 3) 就 世 这 竺 呆 的 一 个 惠 接 推理 


1 蕊 的 行列 式 征 和 sl 和 于 0 


“91 。 


1， 坦 明 : 


On 三 1 tr [ed 
一 好 on 一 C oa 
— te i Cn 一 入 


— ts — i: De 人 
的 特征 多 臣 式 与 最 低 多 须 式 分 别 是 
Ch 一 2 + C+ 十 后 二 
与 
名-- 2004+ (十 明 十 二 二 二) 


14, 哑 及 特征 多 项 式 的 形式 的 性 质 (a) 的 跻 trte) 便 定 习 汶 
Ce) 的 圭 征 多 项 式 里 如 1 的 系数 的 负 值 .由 紫 知 
(40) Cm) = gy oz 十" 十 Gom 
如 果 在 某 扩 张 域 时 ,特征 多 项 式 和 si = IIC4 一 0， 妈 产 时 伐 
(eo) 在 这 个 域 里 的 特征 根 . An 皇 季 数 基 上 及 裔 m 的 初等 对 称 图 
数 ， 特 别 是 ， 
(41) tr (a) =p+ ot + p;. 
由 (440), 足 图 数 显 然 是 线性 的 : 
C42) tr [Ca) 十 (8)] = tr(a) + tr CB), 

tr ple)) = pir Ce). 

我 情 还 可 验 放 下 面 的 性 盾 : 
(43) tr Ce) (CB) = tr CA) Ca). 
这 因为 , (a)(B? 的 (i, 门 -元 索 是 之 ojBiz; 玻 


tr 《并 有 = 之 miBi, 

而 这 是 《e) 与 (8B) 里 元 来 的 对 称 图 数 ” 讨 (43) 成 立 . 

不 但 (a}(B) 与 (CB)Ca) 的 路 相 网 , 宅 仙 的 特征 多 项 式 里 其 它 
深 数 也 是 相 疝 的 ,因此 守 们 有 相同 的 特征 和 多 项 式 ; 这 -也 可 以 直接 有 验 
诈 前 ,但 下 而 的 有 电 接 起 因 有 它 的 特别 吉 味 ， 

我 俩 更 一 般 地 候 息 1a) 基 一 全 关 于 陈 , 面 568) 是 一 个 关 关 于 
阵 , 写 个 的 元 素 鄙 在 一 个 域 里 于 旺 , 张 读 (al08) 或 (B)(a) 郁 
是 可 能 的 , 宇 们 钓 积 目 序 是 mw X m 障 与 #3 全 央 ， 合 王 阅 妇 ， 我 


* D2 +» 


条 冶 羡 (B)(a) 的 特征 多 项 式 是 (oa)(B) 的 笛 征 多 项 式 的 im" 售 ， 


r 
(44) (0) = diag {1 77, 1,0,-.*+, 0), 
如 果 
Fa Bi ” Bim 
{BY 一 Ba By * Bam ， 
Ba B,2 "? Bann 
其 
Bi: Ba “ mw 
_ Bt B.2 *" Bm 
(B= ”1 
0) D 全 | 


(B)Cm) = By :rr B00 :0 


er 


所 点 ,如 时 gt2) 表示 


pp Be 
的 特征 多 班 式 , 副 C200B) 与 .BD(a) 的 特征 多项式 顺序 是 2" "gCA) 
与 如 "rg(%)， 这 话 首 明了 我 们 的 论 肠 ， 

他 发 ( 轨 是 任 痊 际 ， 则 有 卫 Cg) € LCD,m) 及 陆 (9) 上 ( 斩 ,2) 
存在 使 Cakeonxp) 二 Codi 的 形状 为 《44)。 会 人 (CBE 一 
(Bi. 姑 出 上 而 欧 证 明知, CB)Cw) 的 逢 征 才 芍 式 旺 Co)KBD 的 特 
征 才 项 式 的 2** 售 ， 田 一 上 方面， 

CetPD = CWO BE = (CBE) 

与 Ca)tB) 机 似 , 证 


(Boy ~ I BIE a = By) 
三 《BCe) 相信， 散人)(BY 入 CoB8) 月 机 辣 曾 竺 年 六 壮 式 , 别 
《BDCe) 与 (BYCo) 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 故 所 乔 断 的 丫 果 对 于 
Co)(B) 及 {BYCa) 成 立 ， 这 证 明了 王 面 的 定理 . 

定理 16.。 令 (o) 是 一 个 wm X # 售 而 (B) 是 一 个 #X zm 障 ， 
宅 们 的 元 委 在 一 个 域内 如果 王浆 加， 则 (《B)fea) 的 特征 得 项 式 
是 Ce)fB8) 的 转 征 党 项 式 的 jn 舍 . 


六 是 28 


1 时 苦 每 斯 Flanders)。 着 明 : (a)CB) 与 《BCe) 里 不 得 用 中 椅 除 的 和 等 因子 
相同 ， 还 求 则 入 入 的 群 作 和 等 因子 的 关 孙 . 


15. 循环 o- 神 的 o- 自 辐 态 环 ” 本章 余 下 各 节 将 葵 进 决定 入 性 
变换 邹 与 一 个 给 定 的 线性 变换 可 安 换 前 问题 ， 霸 且 把 这 个 问题 推 
广 杆 模 , 

区 昌 如 是 硬 上 的 中 里 一 个 线性 变换 , 则 与 4 可 交换 的 线性 
变换 的 全 体委 是 足 的-- 个 子 代 涩 ， 如 果 BEB, 剧 @8 一 Be 及 
4B 二 BA， 上 收 首 与 属于 由 1 与 4 所 生成 的 子 代 激 对 二 面 [41 的 
他 个 缆 性 变换 Bi 十 局 /4 十 有 于 十， 可 变换 ， 反 过 来 ,如 果 且 
芭蕾 科 里 任意 自 同 构 , 而 蕊 可 与 中 里 和音 个 元 圳 交换 , 则 吾 上 中; 这 
因 六 对 于 所 有 a, oiB 一 Bao， 因此 召 是 一 个 线性 变换 , 而 了 4 一 
AB. 

如 果 全 如 前 看 作 一 个 下 [X]- 模 ,区 

所 有 十 有 ed 十 … 一 中 
这 里 下 一 房 十 有 下 十 …。 所以， 自 同 态 可 与 和 里 每 个 线 
性 变换 交换 必须 而 和 且 具 天 (90Dx)B 二 和 A)(xB)， 歼 名 与 名 的 
[4]- 自 同 态 的 集合 重合 。 因此 逐 钱 使 我 个 采取 烛 的 开 点 ， 而 务 
虑 决定 任意 有 限 生 成 的 o- 模 的 + 自 同 态 集合 加 的 并 题 ,这 里 0 是 
主 理想 整 区 ， 星 然 甸 是 尝 员 的 自 同 配 环 的 一 个 子 环 ， 

按 通 例 , 以 0 表示 自 同 六 w ix 一 ax 的 环 ,这 里 wEe 这 个 
环 是 5 的 一 个 辐 态 象 , 夏 是 可 况 换 前 ， 因此 mm So 自 同 态 环 轴 ， 
中 售 于 名 的 心 ,也 是 显然 的 。 应 灸 指出 ,在 由 线性 变 顽 4 决定 的 


[| 


鱼 记 ] - 贷 的 桂 狐 清 形 > 环 全 [1 恰 是 环 训 一 而 [4]. 

我 们 先 就 循环 o- 横 的 特殊 情形 三 忆 决 定 要 的 问题 . 这 里 无 
秆 假定 ob 是 一 个 主 理 想 整 区 ， 只 假定 o 古 带 恢 等 元 嵌 的 一 个 交换 
环 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 17. 的 采 5 是 带 司 等 元 素 的 一 个 交谈 王 ， 而 咏 是 一 个 
哲 近 o- 模 , 则 总 公有 尺 照 x 一 ax 这 机 的 o- 自 同感 ， 

证 从 各 二 {e), 关 全 BB 是 条 前 一 个 " 自 同 态 ,说 <8= Pe. 
如 寻 x 二 mey 剧 xB 二 {me)B 一 alteB) 二 Blme) = 二 Bx， 战 BB 二 
Br。 

乘 ”如果 4 是 域 上 向 量 空 央 里 一 个 各 更 如 性 据 换 , 呀 与 4 可 
交换 的 公有 访 性 鹿 换 是 各 及 的 和 多项式 ( 杀 数 属于 名 )), 


习 尊 2 
1， 坦 明 :与 
0 
1 0 
TI ， 
- . 10 
可 实 换 的 随 是 
no 0 
UL Co 
A ao 
+ 3 
Ge a [a 


这 里 妇 浊 盏 里 任意 元 者 ， 


16. 有 限 生 成 的 o- 神 的 呈 县 同 访 环 的 决定 ,5 是 主 理想 整 区 
舍 疏 划 是 一 个 有 限 生成 的 0 一 模 ， 而 5b 是 一 个 主 理 想 整 区 ， 我 

们 知道 ,项 = 人 四 (由 … 申 全 }, 这 里 如 果 阶 理 租 3, 二 (62) 
Gi = 1 2 站 , 有 妈 
《45 1 1 > 用 5 一 0, 厦 等 对 村 折 有 17 而 :去 时 好 | 人 
合 了 6( 吕 的 9- 自 间 态 环 ) 8, 并 卫衣 诱 卫 一 让 全 一 12 
如 果 x 是 轴 的 和 在意 元 素 ;, 则 一 开 E 让 ,全 Eo。 于 是， 

xB = (EEN)B = DH)B = DefB) 一 Deg, 


+ 595 。 


若 B 完 公 由 寂 施 于 质 的 生成 元 素 记 的 结果 所 决定 。 甚 葡 要 缺 的 
是 :因为 6 二 0, 鼓 Bg 二 6:(fB) 二 (61)8 二 0。 及 以 ,如 果 
《ef 是 品 的 阶 理 想 , 刚 捍 |9，， 

反 过 来 , 酸 对 于 每 个 i gi 是 名 的 一 个 元 素 , 它 的 阶 埋 粗 (si) 
活 合 条 件 &|5,， 定 六 BB 是 映照 忆 包 一 守 人 $8i, 居 可 肠 首 BEB， 
我 们 先 证 8B 基 单 值 的 ， 这 因为 , 假 载 立 站 太一 艺 有 六 是 园 一 个 
素 的 丙种 表示 ， 则 守 (&7 一 9) 二 0。 改 环 | 一 站)， 于 是 ， 
(一 各 ), 并 且 这 可 推 特 守 (5E;: 一 ji)g: 二 0, 或 Erg 一 Zigi 
这 就 放胆 :由 了 两 种 表示 所 得 的 业 洒 相等 。 故 召 是 一 个 时 自前 态 立 
可 验证 了 . 

我 们 的 苦果 如 次 : 元 来 BE3 与 元 素 gi 的 有 序 集 合 《gl 和， 

“之 间 存 在 有 一 个 1 一 1 对 应 ,这 里 gj 的 阶 理 炉 ei) 适合 牺 
件 s:j8;。 今 命 g 三 守 B 抽 ,Bi €0; 着 且 把 元素 &E0o 的 环 w 里 的 
tf X 上 里 


Bu Ba RB 
(46Y (8) 一 Ba 人 | Pz 
Ba Bs “ ”有 


与 有 序 第 合 (pi 扣 3 i) 联系 起 求 ， 这 个 奸 不 是 唯一 块 定 提 . 
这 因为 , 任 栖 的 B; 可 用 Bi; 来 代 趟 ,这 里 Bi; 三 记 KmodB)， 这 是 
不 政变 gi 所 能 做 的 仅 有 改变。 故我 们 可 座 ，(B) 的 六 烈 的 元 素 
在 以 6; 为 模 数 下 是 而 定 的 。 条 件 si16: 丈 即 条 件 Ps 一 0 与 方程 
(47) BiB SE 0 (mod 6,;) 

等 价 ， 因为 (47) 的 音义 是 规 ， 存在 着 yi 使 6:B; 二 Yi6;， 所 以 
《47) 与 下 面 关 于 (46) 的 陈 (8) 的 条 件 等 价 : 存 在 其 一 个 陆 4y) 居 


$1 站 Ba Ri: By Yu ya Tuell 6 
(48) 人 Ba Ba Ba | Ya Yr Ya 2 
好 Bl B; "I Bi , Yi Yer Yer 站 


适合 这 个 条 件 的 是 《8B) 的 会 体 中 是 阵 环 ww 的 子 环 ， 降 《B) 


+ 生 和 所 


决定 中 的 -个 元 素 能 产 3 一 荆 户 方 ” 我 们 容易 验证 :对 应 (8) 一旦 
基 吕 与 吕 之 了 闭 的 一 个 同 态 ， 人 但 由 (8B) 所 决定 的 自 同 态 互 基 0 屋 
续 而 且 愉 绍 Bi; 三 0 Cmod 8)， 所 以 同 态 核 是 重 (vw) 的 集合 涡 , 而 
(9) 的 元 素 vi 是 积 p68;。 页 下 芷 必 必 须 而 且 只 顷 在 mw 里 存在 有 
一 个 《使 
《9 《op = (Cp)C6), 
这 里 (6) 二 diag {8 6， 和}， 环 加 与 落 环 中 /8 同 构 ， 

定理 18， 令 糙 = { 站 生生) 国 …… 和 由 人 pf， 这 里 天 的 也 理 
想 是 (6), 央 各 的 0- 自 周 态 的 竺 台 与 兰 环 咀 / 叶 同 朝 ;这 里 吕 是 
由 阵 (8) 构成 的 的 子 环 ， 对 于 58) 有 一 个 (y) 六 在 使 (48) 成 
立 , 而 针 是 由 障 Cw) 构成 的 理想 ,对 于 Cy) 有 一 个 Cp) 论 在 使 (49) 
上 成立。 

如 果 使 用 关于 6 的 荣 件 445) ,如 3. 的 阵 可 折 自 决定 ， 全 列举 
C47) 的 下 殉情 形 : 

1. 学， 此 时 矶 三 {mod 人) 所 以 这 些 B; 是 任 次 的 ， 

2, 了 入 # 了 之 此 时 出 (47) 与 (045 可 推 得 这 些 B= 1. 

3. 157 之 zz， 此 时 6; 二 6 二 0 而 Bi 是 任 汪 的 . 

4.1 芝 ?和 #4 此 时 分 yi 二 新 二 ;出 (47) 与 条 件 B; 三 0 
《mod wp 站 等 价 ， 


均 (B2 有 下 市 形状 : 
Bi Bi Bu ] 
Ba Bz “Bb, 0 


[和 


{£50) Bn Bea Bs 


Bn Ba Bs 后 se Be 
这 量 除 了 在 直 上 角 际 块 里 主 对 角 可 上 方 前 元 素 处 ， 基 余 所 有 有 都 
芯 什 言 的 : 邮 肝 Bi; = Err iy 这 里 az 是 任意 的 ; 硬 闻 一 CA 认 
二 这 些 8B, 条件 Bij 三 0 Cmod 87) 与 jj; 三 0 {mod 6;) 等 价 . 


» oT. 


1. 与 输 定 的 线性 变换 可 交 淘 的 败 性 变换 今 把 各 特产 化 ， 
了 为 由 戈 性 变换 4 所 决定 的 @[41- 横 ， 此 时 ， 每 个 六 天 0， 鼓 
# 二 环 吕 由 所有 阵 CB) 租 成 ,而 在 (8B) 里 如 果 关 之 站 剧 语 是 
性 意 元 素 ; 忆 在 i 之 了 时 期 Bj 二 pjw 认 而 有 二 有 1 侍 音 一 个 
Bii 都 可 以 用 向 一 陪 集 Cmod 人) 蜂 的 BB; 代 巷 ， 项 pj 可 以 用 同一 
陪 虚 Cmod 861) 里 后 gy 代 赤 ， 于 是 ;站 入 和 二 deg6;, 则 可 彭 

i j 时 deg Bj:; < #1, 

时 deg pis < i, 
8 里 适合 这 些 条 件 的 阵 叫 做 正规 化 潮 . 显然 呈 个 正规 化 旺 能 决 
定 o 呈 自 同 访 环 四 里 的 同一 B 必 贷 而 日 只 须 宅 们 是 爹 同 的 . 所 以 
上 面 决 定 撞 对 应 (8) 一 B 是 正规 化 阵 集 侣 并 与 环 利之 于 的 1--1 
对 应 . 

我 们 知道 ,二 了 二 [4] 号 瑟 ; 压 是 人 上 向 明 丛 将 的 
一 个 子 空间 ， 仿 和 将 计算 下 上 向量 空间 芝 的 维 煞 ， 

首 洒 要 韩 的 苦 ， 与 秀 量 飞 污 对 应 的 正规 化 阵 是 上行 战 上 列 的 
绩 量 孟 wl = diag {a, ay ……，o， 这 因为 我 们 有 关系 户 w 二 of ， 
再 则 平 规 化 阵 的 集合 4 在 加 法 及 用 宛 量 际 作 乘法 下 显然 是 封闭 
的 。 政 世 可 站 作 盐 名 上 一 个 辣 车 率 闭 。 此 时 对 于 (B27 EMU, 定义 
alB) 为 阵 al(8)。 如 果 Bi EB 二 1 2), 而 Bi 一 5B) EU, 如 
显然 有 十 召 一 【8 二 《及 ap 一 ce)， 因 为 这 个 对 应 是 
1 一 1 简 , 这 证 明了 而 上 签 关 加 与 外 上 空间 等 价 ， 令 决 定 上 的 
蕉 数 ， 

全 山 ; 表示 满足 (站 天 人 0 门 旭 Bw 一 0 的 昕 有 正规 化 陈 物 
成 扩 集 合 , 出; 是 空 萌 机 的 于 空间 ，。 我 们 易 知 ， 如 果 二 之 ;}， 基 次 
数 < 六 的 多 项 式 空 间 的 维 若 dim ty 荐 wi， 辐 理 ,加 果 #i 过 j, 则 
dim lh 二 nj;， 因 为 4 是 子 空 间 贡 ;的 交接 和 ， 


t i—l1 


一 + 
ddim 一 DS Git ln;+ DS Gi 一 > 《26 一 27 中 [2 


i=1 FE=1 ?=1 
这 诈 明 了 下 面 的 定理 
定理 19.【 荐 路 本 秀 斯 )， 虑 (ae 双关 令 DJ 5 1， 
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30 是 人 1 一 (aey 里 头 1 的 不 各 因子 。 如 果 B14) 的 次 数 是 坟 ;， 
期 点 (《e) 可 突 换 的 起 性 无 关 障 的 最 天 全 齐 攻 
N= 2 — 27+ 1)n. 


i=1 


如 果 * > 1, 剧 量 然 N> #1 一 > wj， 因为 而 /上 向 量 空 
jl 


闻 %i 一 @i[4] 的 稚 数 着 ,这 证 级 了 ; 在 此 种 情形 下 多 沪 外 如 
果 回 必 到 : 二 1 是 4 为 循环 变换 的 条 件 ,上 昌 得 下 面 关 于 定理 17 的 
系 的 小 定 现 , 

乘 ， 如 果 A4 是 一 个 非特 于 的 襄 性 变换 ,上 则 字 在 有 下 是 的 党 
项 式 ,而 能 上 与 也 交换 的 息 性 变换 ， 


例 今 
1 0 0 
《em -| 各 中 
Ol 2 


此 时 ,如 果 4 是 对 应 的 粒 性 变换 ， 期 筑 二 {天 鲜 {下 。 不 伙同 子 是 页 = 二 和 一 1 点 
人 二 一) 正 搞 化 隆 ( 月 ) 的 一 般 党 状 是 
pe Bel Dd] 
Bo, Bss 月 ao 
因为 37 = 由 碟 全 二 一 Dh = -js + 204f), 
B= Bh 一 Prfs + 有 afap 
faB = 月 十 Pasj + BraveCAfs), 
CAfa)B = Por — Ponfs + CBm + 2B (AF). 
所 以 ,与 Ko) 可 交换 的 阵 节 - - 般 形 状 是 
Bu 一 Pi Pa 
攻 Fas Bios | 
Bu 一 Pa Prat28's 


到 天 30 


1, ， 仿 中 是 一 个 有 限 况 换 举 ,着 号 员 是 mu， aa，… ,x 阶 的 循环 攻 的 直接 和 ， 这 
虹 了 迫 于 肝 到 大。 证 昌 : 搞 的 月 同 态 环 里 元 嵌 的 个 获 基 


i 
N=IJ] * Pt 
了 一 | 


2， 决 定 与 
00000 
100 00 
000 00 
0 1 UU 
000 10 


二 0 血 


可 交换 的 阵 。 
3. 决定 与 


0 0 
gy 0 1 0 
0 0 0o 1 
0 1—-3 3 
可 夜 换 的 障 。 


18. 环 轨 辫 心 邻 束 身 丰 一 个 有 限 从 成 的 o 糙 来 莹 虑 ， 这 里 
是 主 理想 整 区 . 与 前 一 样 ,分 毁 二 {fi DE} 名 {fr) ,这 
里 阶 理想 (67) 适合 (45). 令 证 下 刑 的 秆 弄 , 

定理 20. 于 的 o 呈 自 司 感 王 的 心 由 炮 晶 本 法 起 成 . 

全 轨 是 吐 和 月 同 态 环 ,区 是 放 的 心 , 而 m 是 纯 量 乘法 * 一 orx 的 
环 ， 我 们 已 知 5 所 名 全 合 C 明 区 的 任意 元 素 。 分 Brit 二 1， 
2 引 越 呈 自 同 态 ,使 有 Bh 二 Bf (二 14，2,"…,t)， 由 
$16 的 葵 刘 知 ， 这 样 的 自 同 态 在 加 里 存在 ，。 还 存在 有 垣 Bi 一 
6xfr 的 o~- 自 辣 态 避 x， 因为 C 与 这 些 自 同 态 可 区 换 ， 故 得 下 击 的 
志 程 ， 

fC= ENC= (fC = yf, YEéoa, 

jC = CBC 一 ChOIE LR 一 Cy Bk 三 YCfBa) = yf, 
收 6 与 觅 服 x 一 yx 本 合 。 所 人 二 

如 果 C 是 旬 里 可 与 旬 的 每 个 元 久 次 换 的 任意 自 同 态 , 则 z 特 
别 可 与 上 的 每 个 元 至 安 换 ， 改 56 和， 于 是 6 在 龟 的 心 果 .。 省 
定理 是 显然 的 。 这 个 就 阴 使 我 们 能 载 把 定理 20 用 下 而 另 一 种 形 
式 述 出 : 

定理 20'， 和 里 能 与 每 个 叶 自 同 驴 突 换 的 公有 自问 仿 蚌 站 量 
秉 法 ， 

这 定理 可 特 隶 化 为 

条 1， 恕 标 忆 是-- 个 恋 性 玉 换 , 字 与 每 个 能 向 与 4 可 交换 的 
楼 性 沁 换 都 可 交 痪 , 则 C 是 含有 4 约 一 个 旬 顶 式 , 

这 个 系 做 投 们 能 驶 决定 整 全 入 性 变换 环 ? 的 心 .这 因为 ,分 

一 1, 旭 与 4 可 交换 隐 线 性 窑 换 的 环 吕 是 整个 环 ， 于 丰 ， 

柔 1 指出 : 与 每 个 克 性 变换 可 交换 的 仅 让 黎 性 变换 是 合 1 的 多 项 
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式 ， 因 为 生 粕 变换 能 够 几 合 了 的 名 项 式 吉 述 虞 于 而 量具 凶 玉 上 珊 
董 苹 法 ,这 就 答 ! 入 迄 爱 的 

柔 2， 域 由 上 向 量 空 间 的 埠 性 购 换 的 里 的 心 基 就 量 乘法 的 本 
侣 旬 /。 

这 个 蒜 尿 的 更 直 搓 的 证 明 具 后 面 第 凡 查 ，$ 2 


习 题 31 
1. 证 明 ; 有 阴 芍 后 自 周 态 环 的 心 生 由 闫 同 态 <- mx 糊 戌 ,这 已 坟 是 一 个 整数 。 
2 证明 : 塘 性 弯 摸 4 是 循环 的 必须 而 且 兵 秆 与 4 可 交 拨 的 粮 性 迹 模 指环 他 是 


奖 揽 环 ， 
3 诸 明 了 面 基 二 定理 20' 的 推广 : 蜡 与 每 个 同 殷 的 09- 户 同 态 可 交换 区 饭局 态 


只 能 是 车 最 浇注 。 
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第 四 音 
线性 变换 的 集合 


我 们 将 在 这 一 章 里 引进 某 些 一 般 构 念 ， 守 全 在 他 帘 任 音 缕 性 
变换 第 侣 中 是 基本 沟 念 ., 深 人 的 前 阶 应 敲 居 于 所 前 下 表示 阶 , 丰 在 
本 书 范围 内 ; 但 引 江 这 些 概念 的 大 音 会 使 本 章 的 结果 得 到 更 好 的 
了 了 和解 .我 们 还 龙 能 把 法 些 结 果 中 一 部 分 推广 到 可 交换 的 入 性 变换 
的 集合 . 

1. 不 变 子 空 间 。 本 意 里 大 部 分 是 论 进 关于 除 环 入 上 向 报 
宗 辣 的 一 般 情 形 、 分 所 是 入 .上 有 限 友 向 量 宗 则 , 开 划 全 上 大 入 
上 卒 骨 及 里 的 线性 变换 的 -个 集合 。 和 如果 (el, es; '…', ez) 是 中 
的 一 个 基 , 而 4€8, 章 ej;4 二 村 oyjej, 而 Ce) 是 4 关于 葵 定 的 东 
的 阵 。 由 4E 台 按 这 样 方法 淆 定 的 陆 《a) 构成 一 个 第 合 wm, 时 做 
呈 关 于 《el，ea， ‘1 < 中 的 项 焦 合 . 丰 时 (万 ， 太 。… 大) 是 
另 一 个 基 ， 而 坟 三 立户 jei， 则 遇 关 于 这 个 蒜 某 的 阵 扩 合 是 集合 
人 Rep) 这 里 【aeEe 这 个 集合 训 作 (aafa 1 

从 几何 凋 点 来 各 ， 慧 性 变 搞 集合 的 研 窗 里 一 个 基本 问题 是 傣 
定 鞠 于 这 个 集合 的 不 耿 予 空间 问题 .。 也 象 在 单一 线性 变换 情形 ， 
如果 是 子 空 闻 , 币 对 于 每 个 4 上 8 月 4ES 则 所 吓人 敌 在 吕 
站 不 变 。 如 果 员 由 一 个 单一 线性 变换 构成 , 刚 循环 子 容 间 ftz] 就 
是 不 变 子 空 冰 的 例子 ， 下 面 是 其 攻 简 单 的 例子 ， 

1. 巡 由 粮 性 变换 0 香 碾 。 因为 对 于 任意 的 各, 60 二 0G &， 
所 以 些 时 和 尾音- -个 于 实则 者 是 不 变 的 . 

2, 外 是 瞧 个 浇 忻 变换 集合， 此 时 堵 襟 制 0 及 从 空间 全 是 
仅 有 的 不 变 子 空间 。 命名 基 非 宕 不 变 子 罕 间 ， 关 全 7 是 各 里 非 
者 阶 量 。 如 果 * 是 中 里 什 意 疝 是 ， 则 有 -个 线 往 变换 4 存在 使 


了 2。 


y4 二 x， 因 为 总 不 让 的 , 瞧 x 二 yAESACS， 于 是 , + EB; 但 
因为 * 是 什 准 的 ,版 总 二 

舍 冯 并 名 基于 任 癌 集合 如 显然 是 一 个 不 变 子 空间 ， 因为 对 
于 他 深航 性 亚 换 4 月 04 = 0, 故 等 空 间 0 是 不 变 子 宝 间 ， 上 面 第 
二 个 从 指出 : 友 伸 合 呈 存 在 鸽 这 两 个 “当然 " 子 空间 对 十 品 是 公有 
的 不 变 于 窒 团 ， 这 样 的 集合 叫做 一 个 不 可 物体 合 ， 为 着 方 使 ,有 
时 也 二 : 中 是 关 于 集合 遇 不 可 移 的 , 

可 条 | 竹 , 下 臣 的 《 关 0， 关 负 ) 不 变 子 空间 的 存在 可 以 用 如 的 
阵 棵 合 的 一 个 箭 音 条件 求 设 明 。 改 全 是 一 个 并 不 变 于 空间 ,类 全 
(为 ， 万 ， fa) 基 bal 的 一 个 基 , 使 Cfi, ££; 3 fF.) 大 名 的 一 个 基 ， 
因 沟 与 是 不 改 阳 , 鼓 对 于 每 个 4 E08, AE6G = 1,2, .7)， 
于 是 , 莉 纪 4 扫 关 于 (, 亡 ，……， js) 的 关系 是 


fA = 之 Bi (1 2,."*,r) 
C1) 1 
fA = > Buf 《是 一 十 1 中 2 人) 
T=1 


所 以 4 的 陈 (B) 的 形状 是 
[8 B Br 0( 0 “0 


1 


(2) Br Bs 四 B.. 0 0 ***0 
Btui 有 ua Bt, r Bn. rd Bu rr 中 2 Brin 


和 


一 个 阵 有 一 个 + X (ae 一 >) 阵 块 元 素 公 为 0 的 存 右 上 和 角 时 ， 这 样 
的 了 沸 称 为 有 径 轴 形式、 所 以 ,一 个 里 不 变 子 容 盱 痪 不 丰 可 扒 知 有 
-一 个 基 让 在 ， 对 于 这 个 基 ， 如 的 障 痢 有 肯 攻 形式 ， 了 一 种 的 税 明 
是 : 如 果 包 匡 避 关于 蒜 售 类 (el, ex， *……， 6) 的 了 集合 , 则 鞭 不 让 
空间 的 存在 可 挫 知 :在 在 厂 一 个 错 秩 陈 (让 使 (Cejoga :的 所 
有 卫 有 相 半 的 荆 特 正式 ( 亦 即 全 体 -有司 一 的 +). 
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逆 定 理 岂 是 威 立 的 ， 这 因为 , 设 (p)o(p)7' 的 所 有 陈 具 钱 移 
形式 (2)，。 和 如果 天 二 台 pzie;, 草 旧 关于 (天 为 ) 的 陈 租 成 
柴 合 Cx)wCp)!， 出 于 这 些 际 的 形状 知 关系 (1) 成 站 ,井上 且 这 些 闫 
簿 指出 空间 GC 二 [hh, fy" 疡 ] 在 中 下 不 变 ， 

习 题 3 
1 对 只 其 -个 元 作 谈 换 集 企 。 并 今 是 与 每 个 46 日 可 交换 的 一 个 六 性 变 澳 ， 
蓝 阅 :如 果 总 是 甘 予 口 的 不 变 了 空间 , 则 人 加 也 是 不 变 的 。 就 胃 :使 ?有 = 0 的 向 景 
7《 全 的 了 集合 名 关于 日 也 是 不 蛮 的 . 
2 证明 :一 个 于 容光 2 关于 一个 集合 全 是 不 变 的 必 有 组 而 用 只 伏 下 面 的 筑 子 条 件 
成 立 :对 于 到 各 上 的 人 个 出 彤 互 友 每 个 46 向 , 关 渠 BA4BE 二 EB4 成立 ， 


2. 主导 柜 性 变换 ”如果 6 是 :个子 空间 , 在 中 下 不 变 ， 则 颖 
性 变换 46E 品 在 后 里 钙 导 出 变换 . 显然 这 些 变换 部 是 线性 的 ， 
今 将 起 月 : 在 一 定 意 义 下 ，4 23 在 南 空 间 筑 = RN/6 里 也 诡 导 纪 
级 性 变换 ，“” 我们 知 溢 , 贡 阮 向 艇 x 是 由 形状 如 x 十 ， 的 向 量 再 
成 的 一 个 陪 集 ， 这 里 * 是 固定 的 ， 而 y 通 历 避 。 如 办 4€92， 草 
(x 二 yjA4 二 x4 十 yA 二 xA 十 y ,这 里 y 二 yAES，。 所 以 , 陪 
集 工 里 任意 向 是 的 象 是 由 *4 沁 宗 的 陪 集 x*4 里 一 个 向 量 ， 故 联 
条 坟 与 筑 里 癌 晤 x4 的 映照 有 4 是 单 秆 的 ， 我 们 把 所 耳 艇 4 在 筑 
里 诡 导 败 的 旨 换 ， 维 为 

(tiIA = Ctx) = CCrited) 


= rAd tardy) = (rAd)t (rd) = AEA, 


及 
(Car)A = (az 并 = (ar)A) = (a xA)) = otA) = a(xA), 

瞩 以 ,这 个 映照 是 线性 的 。 在 没有 混 活 的 危险 时 ,为 着 简单 起 克 ， 
泸 们 包 用 4 表示 4 的 诱导 变换 ， 

另 一 右 般 ,有 时 索要 小 心地 在 变换 4 与 了 之 入 加 以 区 别 ， 宪 
全 之 天 的 精确 关系 可 按 下 而 方法 使 之 明确 . 

考虑 中 到 员 上 交响 有 照 Pi:x 一 二 x 十 仿 ， 由 策 里 台 成 的 定 
义 立 知 : 卫 荆 避 间 页 上 的 - -个 缉 性 变换 。 我 们 时 了 了 做 如 到 这 上 
的 自然 映照 , 现在 ,我 们 定义 斑 为 z4 二 x4, 则 有 关系 PA 二 4P 
闭合 拭 与 了 工 


104+ 


发 按 阿 忆 二 法 ; 迁 联 其 Cf, fa ] 人 (fs fz; 四 £) 是 总 
的 一 个 基 ; 慌 屿 {让 民 第 - 和 陈 


Bl Bi * Bi 
Br Ba ” BB 
Ba Bs "™" B.. 


是 4 在 不 变 了 空间 总 里 诱导 出 的 线性 变换 的 夯 .。 再 惠 , 由 (1) 黑 
第 一 硼 万 程 得 
jr4 = (fA) = (> Bi ) = > Bx: = 立 Burk, 


rtl 
信和 因 向量 (fris Fitzs 四 f,) 构 站 员 的 个 其 : 改 这 些 关 条 指出 : 
甘于 这 个 划 的 讲 古 (2) 里 看 下 角 上 的 阵 热 
Brim Ba 
[a rr Bra _ 


有 了 十 上 四 Brin 

至 些 ， 我 何 对 于 肝胆 在 《27 里 的 琴 仿 对 角 徐 .上 际 正 得 到 了 解 
径 ， 我 个 自然 亚 半 绸 现在 52) 申 的 站 丰 全 那个 余 于 的 随 块 的 意义 。 
村 获得 这 一 个 耳 挟 的 意 交 , 首 千 注意 到 [Fr '…; 斥 ] 是 宗 关 各 的 
余 窟 关 4 务 解 郧 一 扣 四 开 决 定 筑 汉王 上 的 一 个 射影 下 ， 因为 
点 关于 吕 是 不 变 前 , 故 对 于 釜 个 4E8 EAB 二 E4 成 并 {习题 32 
的 第 2 是 )， 邻 考 虐 科 性 空 换 AB 一 EA4 一 dB 一 B4E; 这 个 变换 
把 入 映 到 全 内 .再 剧 , 如 果 y ES, y(AB 一 EBA) = 一 94 一 94 = 0. 
由 此 可 见 AE 一 4 决定 沉 二 R/S 到 各 内 的 一 个 线性 变换 A;， 
诬 定 义 


内 


zdAn = #CAR — EA), 
亨 由 上 上 面 的 就 用 订 见 4 是 弟 居 所， 我们 直接 旺 证 ， As 是 以 / 它 
到 合 内 前 一 个 经 体 变 换 。 由 定义 我 们 还 得 关 深 AB 一 4 二 
PAr, 
令 将 三 出 :证 
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辽 “2 有 
Ba, 1 0 Br, 


是 A 关于 抽 的 基 (fr "Ty f») 受 筷 的 基 (ft, "sy f:) 的 济 , 页 
得 闫 未 


Ap = fa AE — EA)= HAR 
= SHifs R=rt1,,n), 
这 让 朋 了 我 们 的 禄 也 ， 


习题 33 


1 证明 ; 条 4 十 B= 二 或 A 二 CCA4,B,0E 人 各) 的 甘 采 可 推出 员 里 关于 部 
导 秀 性 变 俱 的 对 应 关 淆 了 十 在 一 乙 或 4 一 

2. 证 明 : 4 在 沉 里 基 I 一 1 的 必须 而 且 只 及 4 在 总 里 是 1 一 1 的 , 大 且 有 站 
和 二 Hj/ 里 是 1 一 1 的， 


3. 合成 空间 列 ”分 占 4L 是 不 变 子 蛤 间 , 活 合 先 涪 3 全， 
囊 有 二 116 是 皂 二 /的 一 个 - 广 窄 期 ， 如 困 #EN, 期 下 二 vw 十 
仿 , 廊 里 xE1 于 是 ,对 于 如 里 村 但 的 4 有 #4 二 w4&U 这 证 
明 : 了 1 关于 所 里 祷 导 线性 焉 者 4 的 集合 如 是 不 变 的 . 

邻 将 证 道 定理 也 成 让， 亦 即 各 的 任 彰 不 变 子 实 间 的 形状 是 
了 二 W565, 这 里 和 是 所 里 例 且 的 ~ 个 不 变 子 空间 ， 琶 全 及 是 筑 
里 关于 电 不 变 的 子 瞧 亲 , 今 站 是 舍 在 属于 五 的 各 陪 集 里 向 量 的 全 
体 ， 如 困 吉 与 ww EU 天 融 二 w 十 全 上 与 志 = 二 声 芋 全 都 站 于 
是 ,下 十 严 三 (aa 十 sa) 十 总 上 计 故 上 十 雪人 也 同 理 , 当 任意 
zwEA 及 任 询 2E 革 时 ,有 wztEa， 因为 (二 名)4 一 wd 十 后 E 这 ， 
总 sd EU， 于 是, 六 是 和 的 一 个 不 变 子 空间 。 显然 , 3 = WG, 

发 有 适合 
(3) 0CSCSC:::CS,=N 
的 -一 个 不 灾 子 痊 间 序列 ,如 时 每 个 5; 是 人 5;_, 上 不 可 航 ， 了 就 是 现 ， 
人 S; 与 ;1 闻 不 存在 适合 名 站 上 必 避 ;1 的 不 变 子 空 章 全， 区 这 
个 序列 对 做 先 基 于 8 的 合成 宗 关 烈 ， 市 马 证 前 因果 显 史 ， 名 起 
Gi 上 上 不 可 和约 的 必 肝 而且 上 ' 宕 gj/E， 1 关于 由 4E€9 话 避 的 线性 
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变换 集合 是 不 可 和 区 的 ， 不 可 欧 空 出 
(4) 1, Saf Ss SS 
叫 航 合成 罕 并 出 (3) 的 合 度 因子 

全 更 取 饭 ,的 一 个 基 ( 记 ,五 ,和 有 )， 则 它 可 扩 沉 为 ; 的 
一 个 菇 (所 户 : jntm]i 这 样 准 各 下 去 ， 最 后 得 各 的 一 个 基 
(fi, fs fe) 使 (hi, 万 ;3 加 ost 是 6; 的 一 个 基 . 如 时 
用 避 , 则 


A 一 > Bsfs Ci 二 1,2, 1) 
1 
nme 


二 > Buf (下 二 十 J 十 #2)， 
1 


[人 


mitt 
pA= DD Buf (p= 加 t+ 二 ww-it+1, 
a 
故 4 甘于 这 个 基 的 阵 指 形状 基 
(By 0 
* 《Ba) 


(6) l 
| 4 Bi) 

入 里 在 二 对 角 线 上 方 的 各 “隆基 "都 是 0, 陪 入 (J 4..4s ,435 了 tn 

ta) 构成 商 空 闻 Si/Gi-1 的 一 个 基 , 并且 如 果 表示 4 

在 商 瞪 天 5:/6;. 里 所 话 导 的 交换 ,到 出 (5) 得 


be "十 mm 


FA 一 >, Bk. 


- 1 
所 以 4 关于 这 个 基 的 耳 是 由 出 现 于 (5) 里 欧 对 角 障 块 (B:)， 对 于 
Si; 是 久 ;_, 上 不 可 和 鹏 的 这 一 假定 就 意味 闭 ， 要 找 一 个 陋 (p12 使 所 
有 阵 Cpj(CBiCp) "者 具 相同 的 既 物 形式 是 不 可 能 的 ， 

对 于 任 音 第 合 介 娶 证 合成 实 章 列 的 存在 屁 不 难 和 的 , 首先 ,如 果 
纺 是 不 可 多 的 , 则 0 己 叶 就 是 这 样 前 -一 个 台 成 空前 列 . 否则 ,合生 
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一 个 站 不 变 子 空间 ; 如 果 8 关于 请 洁 的 线性 变换 的 菜 合 是 不 训 
物 的 ， 出 联 全 | 二 各 ， 冰 剧 ， 合 白 是 名 的 :个 革 不 环 了 宏 朵 ， 划 
dm > dim5 > dim 生 ， 所 以 , 这 个 瑟 活 不 能 无 限制 地 杂 和 进 行 
下 去 . 最 区 一 定 得 淹 一 个 不 可 物 的 不 变 子 空间 名 尖 0 对 于 筑 一 
各 /全 及 诱导 变换 的 集合 台 重 复 这 个 莫 证 ;可 出, 如果 员 关 0( 亦 序 
筑 关 全 1), 肛 贡 含有 一 个 不 可 灿 的 不 恋 子 窒 央 扣 ; 关 0 这 个 完 闻 
的 形状 次 Gy SG， 而 所 关于 如 是 不 变 的 ， 厦 且 是 后 上 不 可 物 的 . 
次 考虑 R/S,。 如 果 这 个 空 肖 夭 0， 电 上 申 同样 方法 可 得 ， 关 于 如 
不 变 的 半空 间 乌 是 .上 不 可 园 的 ， 因为 dim S| 过 中 m8; 区 
dim SS; < ， 这 个 方法 进行 乔 辟 如 识 ! 阶 段 ， 就 要 达到 条 而 鞠 
止 ， 于 是 ,0Ce CSc. CC 等, 一生 是 一 个 合成 空 击 刻 ， 

人 锐 性 交换 集合 的 可 分 解 性 私 和 是 关于 吕 不 变 的 子 空间 

今 背 处 空 阳 折 分 解 为 子 裤 有 间 NW; 的 兰 接 和 
(7) 有 =D 
如 果 每 个 ;于 0, 拭 且 5 沁 1， 出 这 梯 的 分 解 人 L 1 做 划分 解 ， PAE 
一 个 半分 和 解 ， 我 们 夫 员 是 关于 旭 可 分 解 的 ， 亨 台 是 是 发 性 变换 

的 一 个 可 分 解 集合 - 

一 个 缆 狂 变换 昔 合 是 不 可 条 时 ,显然 是 不 可 分 解 的 ， 但 另 一 
太 而 也 存在 着 可 箱 而 不 可 分 解 前 集合 。 所 以 ,可 分 解 性 的 条 件 比 
可 物 隆 的 条 件 香 哆 ， 今 用 全 来 证 明 这 个 葵 晰 ， 


例 全 只 由 缕 隆 变换 4 构成 , 4 关于 基 【et eu, ，'* ;em) 的 障 是 
0 
i 


入 
I 


1i0 
则 aA 二 0, 重 1 > 1 时 ei4 = 所 站 ,了 至 间 人 一 [eu ee 人] 人 一 1 2， 
' 入 ) 是 不 亚 子 守则。 拿 痢 证 果 :只 有 该 些 子 强 问 是 关于 4 的 非 零 不 变 子 号 间 。 这 
因为 , 令 仿 是 这 样 剖 一 个 汪 空 间 , 令 上 是 能 使 总 在 上 4 的 其 小 正 整 数 , 划 名 售 有 癌 关 
TEL 直 和 es 十 5 
这 里 7 天 0， 我 条 可 能 汗 让 一 工 ,于 基 
二 
战 测 晤 
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VT 
Ys = 


者 名 ， 显然 和 拼 ,……， 引 与 区 些 向 量 盘 人 性 相关 ,因此 富 # 全 舍 ; 从 而 仿 二 G4. 
筑 节 芋 雪 放出 国 为 疡 志 总 ;最 然 这 此 名 疗 中 温 有 两 个 是 无 大 的 。 所 总 咏 不 能 瑟 为 
这 些 不 变 了 空 而 的 直接 币 ， 

如果 筑 必 不 变 玉 空 则 Ri 二 12 ,7 5; 了 这 1) 的 直接 各， 
到 太 选 和 的 一 个 基 (下 ,万 二 ) 德 
(8) Chast Tl ff nt2s "**s 万 人 
是 党 的 一 个 其 ， 因为 入 是 不 变 的 ; 《8) 里 任 癌 向 量 通过 任意 
4t 旦 变 为 这 些 向 量 的 线性 和 组合, 所 以 4 的 障 的 形状 是 

《Bu 

(9) 《有 2 


{8,) 
这 里 对 角 阵 块 是 4 在 Ri 蔚 的 诱导 变换 关于 东 (8) 的 俯 。 反 过 来 ， 
如 果 9 下 任 瘟 的 维 性 变换 上 集合, 着 且 有 一 个 基 (及 ,万 ,… ,所 ) 在 
在 使 @ 里 变换 关于 这 个 其 的 陈 前 形状 屁 (9, 划 人 i 是 不 变 子 空 关 


一] 


的 直接 和 . 

仿 改 民企 二 Ts] 是 用 这 样 分 解 所 雇 定 的 身影， 如 
四 
(C10) X=x 二 x 十 十 


这 里 x, Ri, 则 知 Bi 是 下 及 x 一 x， 我 们 还 知道 《第 一 帝 , $13) 
下 剂 美 淋 成 立 : 
{11) Fi= E;, EiB: = 0; i)), BitER+'. +E, 1. 
空 闻 Ri 二 多 Bi 所 以 等 个 BE; 天 0， 邻 分 A€8, 姑 
xz 一 Yi 十 六 4 十 二 4 
厦 且 因为 并; 匡 不 恋 了 于 空间 ,六 xiA EW， 所 以 .x4 在 先 里 的 分 
证 是 xid ,或 
\12) tA; = xiAd = rE:d, 
这 证 朋 ; 射影 E; 与 每 个 4€ 吕 可 变换 ， 反 过 来 ,发 B; 是 适合 (11) 
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的 非 零 米 性 变换 ,并 且 与 每 个 4€ 旭 可 交换 , 则 知 愉 二 拒 力 折合 
四 其 ,这 里 RR 二 筑 Bi， 如 果 AEQ, 而 x: ERK， 天 还 有 
Xi 二 AEE 所 以 、; 甘于 民 是 不 
变 子 空间 ， 

如 果 在 讨论 里 # > 1， 则 每 个 号 是 一 个 慷 子 实 间 ,并且 矢 个 
Ei 和 壮 1。 改 知 ,如 果 8 古 嫌 性 变换 的 可 分 解 集合 , 且 存 在 有 射影 
大 0, 天 1, 而 与 旭 8 里 每 个 4 可 交换 。 反 过 来 ,和 如果 8 脖 射 影 夭 0， 
大 1, 而 与 必 里 每 个 4 可 交换 ,如 了 二 1 一 Bl 也 有 这 些 性 盾 ， 再 
如 , 五; 与 8; 是 正 次 的 ,所 以 R 二 RBI 人 甸 折 EH, 及 泊 B; 是 蓉 不 蛮 子 
空间 ， 让 刘 证 朋 了 个 面 重要 的 币 断 淮山 : 

定理 1， 一 个 故 性 变换 集合 只是 可 分 解 的 ， 改 须 而 且 民 须 存 
在 有 射影 卫 关 0， 关 1, 而 与 如 星 每 个 变换 可 交换 。 


习 题 34 


+， 刘 明 : 如果 级 关于 台 的 一 个 子 集 合 是 不 可 煌 的 (不 可 分 解 的 ). 则 它 关 于 怠 旺 
不 可 烛 的 (不 可 分 解 的 )。 应 用 这 个 精采 许 明 ;与 三 角 耳 


Ga 0 
dn rs 
Or mam 


的 集合 对 应 的 攻 性 变换 集合 是 一 个 不 可 分 解 集合 ， 


5. 完全 可 狗 性 ”如 果 6 与 名 是 Q 下 不 变 子 空间 , 区 站 名 
与 ,十 G 也 是 Q 下 不 变 子 空间 所 以 ,不 变 子 空间 的 全 体 是 饼 
的 半 窄 间 的 完全 格 上 的 一 个 子 格 Le。 在 珊 葵 集合 Lo 时 自然 可 
应 用 格 葵 上 的 观念 ;事实 上 ,前 此 诗 草 中 就 是 这 样 做 ， 故 @ 是 不 可 
物 的 等 于 说 Lo 只 含有 两 个 元 素 ， 0 是 不 可 分 解 的 说 法 岂可 写成 
客 Lo 的 性 质 ， 在 第 一 章 列 由 的 上 的 性 质 里 ,链条 件 及 狄 得 可 
法 则 在 直 格 Ls 里 显然 保持 有 效 ; 但 上 的 相 余 性 盾 在 Lo 里 不定 
成 立 ， 如 果 遇 只 出 博 等 变换 1 构成 ,此 时 Lo 一 工 , 则 这 个 性 质 在 
Ls 里 就 … 完 万 立 。 如 果 了 是 不 可 狗 的 , 则 Lo 也 是 有 余 格 ; 并 目 
后 而 还 会 遇 居 其 攻 到 很 平凡 的 例子 。 

如 集 Lo 是 有 余 属 ,我们 吝 2 是 香 性 变换 的 完全 可 构 柴 合 ， 这 


“LTLO， 


自然 意味 着 :如 果 6 是 关于 0 的 任意 不 变 子 容 间 ， 凤 有 使 几 = 
与 鱼 S 的 另 一 个 不 杰 子 准 闻 后 存在 ， 因为 这 个 条 件 可 使 用 于 等 
个 不 王子 空 闻 S。 所 以 规避 写 倒 不 如 承 讷 宪 为 佳 ， 故 可 注意 的 
蚌 ， 沪 上 毕 ( 可 能 关 无 限 的 ) 条 御前 靠 合 可 以 下 面 给 出 的 让 一 条 任 来 
代替 . 

定理 2 一 个 褒 性 变换 集合 日 是 完全 可 移 的 必须 而 且 只 须 饥 
可 写成 淹 于 避 地 加 的 与 也 可 的 的 于 空间 8; 的 过 接 和 . 

证 充分 性 , 信和 二 和 四 基 四 …: 曲艺 .， 这 里 尔 ; 是 不 可 
移 的 不 变 子 空间 如 果 台 是 任意 不 变 子 宗 表 , 草 或 者 名 三 沉 , 或 
者 存在 有 一 个 马 , 璧 如 是 9 使 区 芝 人， 于 是 ;分 三 避 二 9， 
信号 们 入 ELa, 竹 且 因为 与 门 区 售 于 不 可 狗 的 不 变 子 宗 间 多 里 ， 
所 以 或 者 人 站 和 N= 二 WW, 或 者 全 们 WH = 0，。 因为 名 站 = Ri 等 价 
于 仿 己 抽 , 故 以 有 与 们 条 二 0， 于 是, 名 二 全 二 和 % 二 SDR 分 
以 名 代替 5 而 重复 上 面前 永 , 则 或 者 5 一 胃 , 妨 时 是 与 的 一 
个 余 空 闻 ， 或 者 有 一 个 % 存在 ， 沉 如 是 9 , 使 总 三 名 十 号 一 
三 四 和 ; 如 人 一 右 四 和 四 和 ®。 最 后 在 记 尘 的 适宜 逃 取 下 得 
筑 盖 总 由 和 和 遇 计 由: 由， 于 是 ,上 一 开 四 庆生 和 
是 禹 里 所 药 一 个 余 空 间 ， 

必要 性 ， 二 和 是 员 的 一 个 不 可 和 用 的 不 杰 子 众 间 ， 出 或 者 
和 = 是 不 可 犁 所, 或 者 策 == 入 图 入 ,这 里 RW 是 一 个 非 需 不 变 
子 窗 关 ， 诡 合 兄 是 抽 的 一 个 不 可 欧 的 不 变 子 空 六。 如果 完 二 
区 :, 则 有 于 二 克昌 忽 , 这 里 恒 是 押 求 的 不 可 葛 掏 不 谈 子 空间 ， 
否则 , 和 i 十 出: 有 一 个 余 空 间 多 ， 这 里 咏 是 不 变 子 空间 ， 于 是 ， 
及 一 名 利和 引 和 然后 对 于 郊 重复 上 面 论证 , 最 后 就 引 到 
届 二 入 名 物力 ''' 人 钱 先 ,这 里 NW 龙 不 可 和 葛 的 不 变 子 空 陆 , 


翌 题 35 


1。 梗 用 完 借 2 的 前 盏 脸 让 , 性 明 ; 如果 喷 是 不 可 移 前 不 变 子 实 闻 97 的 和 (不 腿 
量 雪 接 香 ), 则 汪 关于 号 是 宪 和 全 可 葛 的 。 

之 ， 浆 研 ; 厅 果 外 是 对 角球 的 尾音 保全 , 则 禾 性 变换 的 对 应 集合 品 基 完 全 可 掏 的 ， 

3， 合 蝇 一 fl 3 ,Sa 是 做 性 变换 的 一 个 及 限 全 , 亦 即 A 上 各 的 1 一 1 炉 
性 变 护 芝 的 一 个 子 王 ， 吉 G 的 阶 mm 不 能 为 扩 的 特征 数 所 除 尽 ， 王 明 ; 如 果 号 是 关 
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子 6 的 一 个 不 变 子 入 了 ,而 马 导 尖 启 上 的 一 个 射影 ,对症 一 工 ( 工 SE9T 和 区 二 
i= 
一 个 里 脱 , 官 与 8 可 突 愧 ， 于 是 , 鞭 趾 下 页 入 虑 要 定 吉 ; 
如 果 反 性 变 按 欠 任 意 有 限 吕 的 阶 不 能 为 只 环 的 特征 数 所 你 尽 , 则 这 个 琴 是 完 入 


4 合 日 是 给 社 让 换 的 一 个 任意 集合 ， 产 合 互 是 任意 身影 , 家 对 于 口 显 每 个 
了 做 B4 一 EE4E 成立 。， 优 $2, 害 义 般 二 W/E 到 全 一 沪 E 内 的 可 性 变 放 46 为 
Ed 二 xCAE - EA)， 新 明 :如 果 存 在 有 污 到 各 内 的 炽 性 变 向 DD 全 45 一 4 一 D4 
对 于 六 有 4 成 立 , 则 后 于 一 个 余 不 变 王 空腹 。 
35。 讲 明 :各 果 从 是 沈 全 可 区 的 , 并且 后 是 不 变 子 空间 ,上册 在 合 里 诡 导 的 族 必 变 

换 集 舍 是 完全 可 攀 的 。 

*6. 与 算 子 莽 论 及 寞 谊 的 关 采 。 这 里 许 泪 的 线性 恋 恬 集合 的 
理 葡 可 看 作 带 算 子 芝 (CM- 奉 ) 前 ? 的 -- 种 特殊 化 。 证 洗 如 熟 系 带 
算 子 奉 论 ,就 会 看 出 这 里 是 福 流 加 法 在 和 %， 作 为 带 算计 集合 M 二 
全: 如 的 举 , 这 里 A, 莽 视 量 乘 法 的 祭 合 ， NM- 子 么 的 概念 显然 与 
关于 线性 变换 策 合 有 的 不 蛮 子 罕 骨 的 贷 食 重合 所 以 ,可 条 性 、 可 
分 解 性 、 合 蕊 空间 刻 等 的 条 念 与 基于 好 -二 只 的 这 些 笑 念 重合 ， 

M- 邓 莘 还 提示 了 引入 关于 梨 合 8 的 不 变 子 空间 或 南 室 二 之 
间 的 同 态 的 下 述 构 念 。 如 果 晶 是 一 个 奉 性 变换 ,而 号 对 于 所 太 请 
导 变 换 4 €0, (xd4 妆 =49) 了 4 成立 , 刚 上 照 9 肘 是 一 个 这 样 空间 
到 易 一 个 袜 了 开办 次 一 个 2 楼 性 严 禄 ， 闻 理 ,如果 在 在 有 呈 到 和 5 
的 一 个 1 一 1 如 -线性 变换 8， 基 说 于 随 个 子 空间 Ri(i 1, 2) 是 
2 - 间 构 的 , 玛 闵 价 的 ， 如 果 {as ey, ey) 是 区 的 一 个 基 , 有 
《ec 日， ce 好 er) 是 各 ;的 一 个 菇 ， 着 可 直接 钥 汪 :每 个 4 基于 
《el ea ver) 及 甘于 (e180, ez ,ei9) 如 相 同 的 限 ， 故 对 
于 和 与 物 里 酝 意 选择 的 菇 , 任 音 A468 的 陋 {o) 与 (ay) 间 有 
《ea) 一 《pCanDtp) "1 联系 着 ,这 里 满 秩 陈 Cp) 与 4 无关， 

令 可 进 下 面 两 个 基本 定理 , 息 们 趾 从 M- 且 答对 来 的 ， 

蒋 当 - 塞 尔 德 定理 ”加 果 0CHHC 和 WGC..'CR 二 坝 与 
0OCecCeC- Ce 一 于 姑 天 于 古 性 党 换 集 合 如 的 两 个 对 
成 空间 烈 ， 则 + = wx， 昔 且 合成 因子 号 /9 人 S/S 可 里 成 1 一 ! 


1) 肉 看 三 书 弟 一 管 的 第 五 章 必 第 太 童 ， 
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对 应 能 各 小 对 上 应对 是 驻 辣 竺 . 

克 车 尔 - 报 密 特 定理 尖 采 名 二 生 鱼 入 人 儿 :… 终 入 二 后 名 
名 -全 Gx 是 失 抽 于 旭 分 解 为 非 等 不 丹 的 册 且 承 可 委 解 的 于 
空间 的 队 种 分 解 ， 央 名 二 瑟 , 前 有 如 果 人 过 遂 宜 满 序 后 ,9 与 各， 
是 性 - 同 构 的 。 

关于 这 些 定 己 的 永明 , 蔬 者 可 参 泪 第 一 符 第 五 介 . 

我 们 还 可 把 当前 的 理论 并 入 模 理 询 中 .。 这 由 吕 是 可 变 搞 的 
事实 而 出 更 ， 于 是 ,所 的 自 同 窟 移 成 一 个 环 ,而 集合 M = AIUSQ 
产后 喘 的 自 同 态 环 的 一 个 子 环 oM)。 一 AM) 叫做 M 的 封 可 
环 。 如 果 5 是 加 法 营 吕 的 一 个 子 价 , 则 名 里 把 BS 喘 亚 自身 内 的 
贞 出 态 集合 旺 自 同 态 环 的 一 个 子 环 。 所 以 , 如果 吕 是 一 个 和子 
实 并 , 副 这 个 子 环 合 有 MM, 从 而 家 也 命 有 oCM)， 改 知 ,生前 人 在 音 

8- 子 痊 闻 是 一 个 oCM)- 子 恒 ， 通 定 理 显然 成 立 . 仿 此 可 见 : 如 
果 日 是 一 个 0- 线 性 谈 换 , 剧 9 是 一 个 oCM)- 隔 态 ; 填 且 一 般 毅 来 ， 
从 和 集合 时 了 亚 为 写 的 寺 囊 环 坪 须 作 什么 更 改 。 我 们 在 论 壕 自 同 访 
环 中 ,已 称 知 道 把 森 删 疯 淖 看 作 模 常见 方便 , 

归 交 得 基带 环 o MD 的 精 构 通常 县 困 难 的 ， 霸 且 朋 到 这 种 情 
形 了 时 ,从 线 性 变换 介 合 前 强 点 驳 变 为 模 的 观点 是 沪 有 竺 瑟 收 贰 ,如 
时 入 二 名 是 一 个 域 ,上 肥 闫 定 o 的 精 构 的 问题 比 在 -- 般 情形 下来 得 
容易. 此 时 ,我 们 还 看 天 中 含 于 禾 性 详 物 环 里 ,而 o 可 看 作 中 上 
一 个 代数 ， 因 此 在 这 个 情形 下 我 们 时 家 做 集合 08 的 封 于 代数 . 

7. 单独 一 个 纱 性 变换 的 可 鹊 性 .可 分 解 性 .完全 可 物性 ”我们 
再 采用 原来 观点 , 共 且 在 这 一 节 里 考虑 如 由 单独 一 个 颖 性 次 换 碾 
构成 而 和 三 甸 是 一 个 城 的 这 个 特殊 情形 , 

如 果 是 家 里 一 个 非 雳 向 量 ， 则 循环 子 空间 { 几 是 一 个 非 
坊 的 不 变 子 宏基 ， 命 册 (4 是 了 的 指导 多 项 式 , 姑且 证 wxl2) 二 
rt 这 里 0) 是 不 可 用 的 ， 荐 且 有 正 的 台数 与 以 1 为 首 项 
采 数 。 则 8 一 多 (4) 有 指导 多 项 式 ra 恋人 各 合 有 一 个 向 基 ， 
让 的 指 寻 多 项 式 是 素 多 贿 式 ， 今 届 4 是 不 可 简 的 ， 此 时 我 全 有 
及 二 {8}， 这 里 各) 二 xD 是 一 个 融 允 项 式 ， 反 过 来 ,如 员 有 
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这 种 形状 ,并 县 合 王 在 4 下 是 非 喜 不 变 耶 空间， 如 果 丰 是 各 里 -一 
个 向 量 ， 则 指导 多 项 下 anfi7 古 ri) 的 一 个 因子 。 所 以 ， 如 果 
下 闫 0, 则 pal2) = x(1) 于 是 , dim {4} 二 degx(2) 二 dim {g}， 
冲 知 (本 = (gj 因此 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 3， 生 上 空 骨 中 星 一 个 起 性 侈 换 4 是 不 可 势 的 必须 而 
且 只 上 须 吃 是 循 么 的 盖 坟 束 络 项 式 为 最 低 鹤 项 式 . 

训 圭 虑 单独 一 个 稳 性 变换 的 可 分 解 性 问题 ， 我 癸 知 道 , © 二 
{A} [8 { 志 } 四 … :四 {fi 所 以 ;不 可 分 解 性 的 必要 条 件 是 一 二 
亦 即 肌 = 从 是 循环 窗 关 ”我 全 还 知道 ， 如 果 循 环 入 性 变换 的 
最 低 多 项 式 可 流 成 和 CD， 而 (maGD，aakiD) 二 1, 居 届 二 
{a 四 (pz) ,这 里 p24) 二 m(N)，、 于 是 , 循 误 税 性 变换 是 可 分 解 
的 ,除非 它 的 最 低 才 项 式 的 形状 为 x(4)*, 而 x(i) 是 素 多 项 式 ， 反 
过 灯 , 这 些 条 件 旺 充分 的 ;这 因为 ,发 了 是 循环 的 ,而 以 (1)# 为 写 
的 最 低 多 项 式 ， 堆 于 = 各 四 和 抱 , 这 里 钨 关于 4 是 不 变 子 窗 间 ， 
分 (4) 是 4 在 Ri; 里 诱导 的 变换 的 最 低 多 项 式 ， 因为 对 于 WR; 里 
所 有 和 有 rt4 关 一 0 融 pC4)|xCA， 于 是 , pA) 一 mA 
(吉之 和 ， 但 对 于 和 WV 时 所 有 xz 一 0, 故 演 可 推 得 ,如 果 
页 一 max (和 和) 各), 剧 z(A)E 二 0， 均 更 二 名 ,因此 可 虱 训 二 名 这 
意味 着 4 在 % 里 的 最 低 多 项 式 是 nCA)t 于 是 , Ri 里 有 一 个 向 量 
存在 ， 宇 的 指导 多 贰 式 是 xCQX，。 故 dim {有 1} = deg xx = 
dim 各， 所 友信 }】 = 损 ; 灰 朵 为 仿 ) 刁 页 ,所 以 各 二 名， 故 分 解 
法 质 一 和 由 哆 就 不 恰当 . 

定理 和 焊 上 澡 间 筑 里 研 性 计 换 4 是 不 司 分 解 的 必须 而 且 
只 须 宪 是 循 弛 变换 音 且 生 的 最 低 放 项 式 是 素 放 项 式 的 办 ， 

次 设 《4 蚌 完全 可 鞠 的 , 剧 贡 二 和 R 人 名 缉 图, 田 R, 这 里 入 
基 不 变 的 并 且 不 可 和 葛 的 。 由 定理 3 知 , 4 在 NW; 里 的 最 低 多 项 式 是 
素 多 项 式 zt2)， 上 所 以 ,4 在 锁 里 的 最 低 多 硕 式 plh) 是 到 局 ) 的 
最 小 公 倍 式 ， 于 是 , wt?4) 是 不 同 的 崇 多 项 式 的 积 、 反 过 来 ,全 4 
是 一 个 线性 变换 , 宪 的 最 低 多 项 式 pL4) 是 不 辣 的 素 多 项 式 的 积 ， 
卓 每 个 不 变 因 子 也 有 这 种 形状 。 所 以 ,初等 因子 理 起 前 形状 是 
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fr 人) 这 里 人) 旺 素 多 项 式 . 但 我 们 知道 , 这 可 推 得 实 是 循 
环 子 宗 测 向 一 gi) 的 直接 和 ， 这 里 指导 务 须 式 me 一 zi(2). 
四 定理 5 知 , 每 个 和 %; 是 不 可 物 的 : 故 呈 是 完 全 相约 的 。 这 证 明了 
下 而 的 定理 . 

定理 5. 四 上 空间 咒 里 一 个 训 性 济 换 4 是 完 妈 可 笈 的 必须 
重量 只 须 宪 的 最 低 旬 项 式 是 巴 辐 的 业 咯 项 式 的 禾 . 


虱 题 36 
1. 邻 4 是 循环 秆 性 变换 , 它 的 最 低 鹤 项 式 为 的 各。 证 明 ; 如 果 襄 泪 4 下 不 变 ， 
则 各 是 -个 笠 蒜 子 空 间 ， 目 明 : 名 的 不 变 子 容 闻 可 涤 徘 使 与 成 各 的 因子 C 它 届 的 首 
项 票数 二) 成 1 一 1 对 应 ， 
2. 仿生 是 无 限 城 ,并 令 禹 = {下 0 国信 } 是 统 关 于 4 的 一 个 牙 解 ,使 ip( 入 = 
He( 和 0 一 XC 和 0) 是 一 个 素 名 项 式 ,证 明 : 筑 在 4 下 有 无数 个 不 变 于 空 阐 . 
3 证明: 如 果 雷 基 无 强 域 , 则 关于 4 的 不 变 耶 空间 的 个 闭 为 有 限 的 必须 而 且 只 
须 4 是 循 乒 蛮 朱 。 
8. 空间 关于 一 个 栈 性 变 斤 的 准 宗 支 空 间 一 个 向 量 实 二 关于 
一 个 效 泪 变换 分 解 成 不 可 分 解 的 子 空间 的 分 解法 不 是 唯一 决定 
的 。 另 一 - 方 而 ,我们 将 在 杰 闻 里 指出 ,有 -一 种 分 解法 虽然 木 蒙 分解 
为 不 可 分 解 的 支 宣 浊 移 分 解法 于 样 翻 禾 ， 但 是 它 却 保 留 有 了 唯一 性 


的 和 主要 长 外， 
合 uC) 是 4 的 最 低 多 项 式 , 关 合 
(13) pM) = mA CD 


是 gi) 分 解 为 不 间 的 不 可 物 多 项 式 的 得 的 因子 分 解 , 这 里 每 个 多 
项 式 的 首 项 系数 一 1， 合 %; 是 能 使 


(14) rm AY = 

的 届 里 向 量 x; 构 臣 的 - 灾 间 ， 芭 我 们 可 斯 于 ,空间 NN 关于 《4 是 
不 变 的 ,并且 

(15) R=NRDRB BR. 


3% 的 不 变性 是 x 41 与 4 可 交换 这 一 事实 的 直接 推 莉 2 (15) 
的 医 明 原 可 由 使 用 前 入 的 结果 得 由 ， 但 我 们 将 葵 出 一 个 独立 的 计 


1) 大 看 习题 记 的 第 -- 姐 ， 
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瀹 ,这 由 于 凋 葡 的 本 身 具 有 营 干 兴 题 的 入 故 ， 
首先 息 何 省 意 到 多 项 式 
(16) pa = pm 
= aA A A A 
(#1,2, ,5) 
是 互 素 的 ;所 以 有 和 多项式 BC)、 和 (2)，-… ,中 (4) 存在 使 
C17) bm) 十 Ba) +t 十 本 Ca 人 tx) = 1 
把 4 代入 这 个 关 洪 ,得 
C18) pA AIT BA A A+ + A (A) = 1. 
辐 为 i 天 j 了 时 Go 可 能 EN) 除 尽 , 故 
中 TREE = 0. 
合 瑟 :一 中 (4 人 Cd 则 这 个 美 柔 惟 明 _ 


(19) FiB;=0 0 关门 
并且 (18) 变 成 

(C20) Fi 二 Ei 二 +.… 二 FE,=1, 
如 果 以 五: 乘 这 个 关 和 柔 , 代 使 用 (19), 待 

C21) Ei= E;. 


败 E; 是 正 诡 午 赔 ,宇和 拉 的 各 性 于 1, 因 此 
R= RE DNRE DB- BNE, 

因为 ;上 旺 合 4 的 多 证 式 , 生 们 与 4 可 变 卉 ; 所 以 空间 RE; 关于 4 
是 不 变 的 . 个 将 证 明 ; RE; 与 使 txz(A4) 一 0 的 向 最 几 构 记 的 
人 前 8 重合 ， 省 针 介 yERBj, 则 yi 二 vBi 一 nitA)mtA)， 因 
为 wr 二 pt 和 ,这 束 输 内 

yn A 一 npr A A nA AY = np A A = 0. 
及 以 y:ER， 反 过 来 ,分 x 怀 K; 里 一 个 向 量 ， 

= 二 十 

其 中 和 国 RE 

0 一 rn A 一 和 十 ror dd 十 四 + tm A 
及 因 为 xjm(4) EREj, 必 伍 个 

wn a = 人, 
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昂 一 访 面 ,try(A4)" 二 0， 填 且 因为 i 关 j 了 时 xi(X), sy(2) 是 不 相 
同 的 , 故 厅 扒 知 ;六 天 : 时, #j 二 0， 于 是 ,x 二 xi 和 NB;， 这 就 完成 
了 和 %; 二 先 B; 的 证 有 明 ， 

显然 施 于 先 的 4 的 最 低 多 项 式 的 形状 是 zy(4) 这 里 所 包 ， 
如 果 % 二 二 #2 十 十 x 这 里 x ER 及 (A) 一 而 Co 
-rc 则 对 于 所 有 1 还 有 xip*(4) 二 0， 于 是 ,xps(4) 一 1 
而 pg*CA) 一 0， 所 以, pCX) |p*CA)， 沪 显然 可 扒 得 p(X) 二 pg*(4) 
正二 各 (i 一 1 2，……,5)， 演 就 完成 了 下 面 定理 的 着 朋 ， 

定理 人， 令 (2) 是 上 空间 损 里 想 性 变换 4 的 最 世 客 项 式 ， 
牙 且 令 (13) 是 p(X) 分 解 为 素 客 项 式 的 和 的 因子 分 解 、 如 果 Ni 趾 
义 为 能 使 samr(L 2 二 0 的 向 量 x; 构成 的 子 空 间 , 别 

员 二 肖 鲜 各 人 图 ,… 任 搞 ， 

证 且 4 在 和 里 的话 入 漳 换 的 最 低 客 项 式 是 CA) 

空间 物 ; 是 做 般 半 于 如 的 淮 素 支 空 关 ，。 电 分 解 (15) 决 年 的 射 


影 Bi; 是 做 的 主 同 势 元 来 ， 
今 专 太 人 名 是 代数 团 域 的 情形 来 讨论 ， 旧时 xz 人 14) 是 一 次 式 ， 
命 zt2) 一 一 及 分 
N={A— p01)8:, 
则 
《223 一 481 十 4B2 十 .十 -44 吾 ， 
一 《pi 十 Bi) + (paBs +t Ni)t :+ pp B+ N,), 


显然 ,如 果 ;地 1, 则 


(23) NN=0, BiN,=0 = NE:;, 
填 且 
(24) BEN; = Ni = NiB;, 


还 有 NS 二 (4 一 old 二 EA 一 pl1)*; 着 且 ,， 如 果 x 是 任 

意向 量 , 风 x CR， 再 基 xi(A 一 p11)* 二 0， 该 胜 有 明了 

(25) Ni = 0, 

无 禹 粮 性 变换 N; 吐 艇 4 的 主 无 势 元 素 ， 区 些 粮 性 变换 与 Bi 机 
» 1i7 +n 


伏 , 也 基 含 4 的 多 有 层 式 . 
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1 售 更 是 代数 闭 城 , 它 的 转生 数 是 0, 并 强 囊 ,NiC 一 1, 2，， ,中 分 别 基 4 
的 主 司 势 元 素 太 主 无 势 苑 素 ,六 加 4 一 五 (piBy + NN 加 果 和 罗 是 一 个 多 项 式 , 著 
了 明 : 


， a 二 让 了 
_ Ch .中 {PED) Ai 
PAY = | ecepm 十 下 十 一 人 N+ 十 CR 1 Ni ] 


9. 交换 料 性 变换 的 集合 ”分设 2 是 入 上空 站 和 贷 里 充 换 编 性 
变 扩 的 集合、 首先 ,假定 旭 是 不 可 分 解 的 ,我 们 将 话 8 里 任 交 4 
的 最 低 多 项 式 基 避 多 项 式 的 莓 。 这 因为 ,否则 我 们 可 得 般 的 一 个 
读 分 解 如 息 甲 先 甲 :… 外 鞠 ., 这 里 %; 是 关于 4 的 淮 素 支 空间 , 
显然 ,如 果 如 是 与 二 可 迹 换 的 一 全线 性 变换 , 则 号 旦 三 中， 所 右 ， 
Ri 关于 用 基 不 变 的 ,而 这 就 与 台 的 不 可 分 解 性 了 矛盾 了 . 

次 设 筑 是 不 司 欧 的， 则 可 疡 莒 : 每 个 4 的 最 低 多 项 式 是 不 
可 物 的 ， 这 因为 ， 妇 果 zx) 是 pt2) 的 一 个 不 可 较 因 子 ， 惰 便 
yxC4) 二 0 的 启 量 3 构成 的 空间 人马 去 0， 明 然 , 皇 美 于 有 是 不 变 
的 ， 所 以 各 二 页 ,而 x(24) 二 pl). 

今 合 曙 是 交换 粮 性 变换 的 任意 集 台 ， 我 们 先 分 解 代为 

R= RD 0 ， 

这 里 %O 是 不 可 分 解 的 。， 显然 , 由 4 E88 在任 意 不 变 子 空间 里 的 
评 导 变换 与 在 任 瘤 商 空 于 里 的 请 导 谈 换 昌 可 变换 的 。 这 和 尾 别 对 于 
RD 是 成 立 的 ， 所 及 ,由 不 可 分 解 情形 所 得 的 转 果 指出 : 颇 于 员 9 
里 的 任意 4 的 最 低 多 项 式 是 素 多 项 式 的 霜 mw 7 仿 对 于 每 个 
站 系 取 一 -个 合成 容 间 列 
{26) CRPCRRC.. CG RD 一 RD 
旭 每 个 商 室 妆 抽风/ 怕 )D 关于 州 导 空 换 是 不 可 葛 的 ， 所 以 , 4 在 
和 由 /RD 里 移 诡 导 变 换 4 的 最 低 多 而 式 是 不 可 简 的 。 另 一 方面 ， 
mA 一 0， 所 以 ,有 的 最 低 多 项 式 是 CA). 

售 对 应 于 {26) 进 择 裔 的 -个 基 ， 羡 朗 先 肥 作 为 号 的 基 的 
一 粗 向 量 , 次 把 家 补充 而 得 先 ? 的 一 个 其 , 余 仿 此 类 扒 ， 对 于 不 
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疗 的 Se 让 样 决定 的 基 构 废 咒 的 一 个 基 ， 对 于 这 个 基 ， 4 的 阵 的 
形状 汐 


(Ca) 
(27) 《oa) ， 
as》 
这 里 与 深信 相 侍 的 障 块 《oa 的 形状 为 
{CB) 0 
(28) CB2) . 
本 《8 


阵 {8)) 是 诉 导 线性 变换 工 的 陡 ， 达 以 , 写 的 最 低 多 项 式 是 (4)， 
他 珊 加 是 代数 闭 域 , 则 xA(2) 二 一 pi，。 所以, 4 二 pil 是 
弹 朋 /中 凡 里 -一 全 纯 量 乘法 ， 因 为 任意 子 空 间 关 于 和 纯 量 雏 活 是 不 蛮 
和 的 ,所 以 呐 只 /9 是 一 灯 空 间 ， 于 是 , 库 58) 甫 是 一 阶 态 阵 ， 故 
最 后 辕 果 可 泛 成 下 而 关于 际 的 定理 : 
定理 7， 朴 仙 是 代数 转 域 ， 落 令 @ 是 属于 名, 的 交换 障 的 焦 
合 , 其 由 里 有 一 小满 狼 阵 (ny 存在 , 侥 对 于 所 有 Ca) 有 


Cm) 
C=| | 
ea) 
这 里 
Pi 0 
《oz) = 大 
末 pe 
细 题 38 


TO 昌 JJ1 1 
-le (8) = | 
D1 2 11 3 
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榴 证 (90(B) 一 《Pa , 井 用 这 一 对 起 匀 栓 定理 7. 
2 (二 格 搞 雇 Isgraham) 命 4 是 阵 据 形状 的 -一 个 津 
A A ee dim 
sl a > A 
i ™ pp 
这 里 A 是 元 素 在 代数 好 二 时 的 rxXr 律 。 角 二 ;可 互相 交换 ,车 定 久 
detR dd 一 鞋 A nis rm ins 
这 于 是 对 1,2,……', 才 的 所 有 排列 六， 和 和 求 和 ， 圭 按 弓 列 有 是 个 的 或 将 个 砚 分 
别 到 着 刁 十 或 一 。 使 用 定理 了 址 明王 面 的 行列 式 传递 性 质 : 
det Cdetr AY = det A. 
{这 对 于 任 章 基 域 席 立 。 午 夏 第 七 窟 的 9, 
3. (机 尔 Schur) 证明 :; 在 再。 里 能 辟 选取 入 入 学 关 的 亦 元 障 的 最 天 个 数 是 


[ 车 | + 二 这 里 fa] 按 慨 多 亚 耻 全 欢 < 里 拘 最 整数 ， 
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第 五 章 
双 线 性 形式 


本 章 志 猜 帘 男 数 的 其 些 类 型 , 呼 航 双 线 性 的 , 宅 们 是 就 向 量 对 
《xz sy) 来 定义 ,这 里 * 是 左 向 量 空 间 禹 虫 的 向 量 ,而 y 是 右 向 最 
空 闻 WN 里 的 向 量 ， 假定 gfx ,y ) 前 值 属 壬 AA, 培 且 和 概 定 一 个 变 向 量 
固定 时 所 得 另 一 个 变 向 量 的 本 数 gx(y) 二 glx,y) 及 gy(x) 二 
s(x;yy ) 都 县 稳 性 的 ,其 中 最 能 趣味 的 是 非 退 化 双 线 性 形式 ， 中 们 
决定 中 到 入 的 各 性 画 烤 空间 上 的 1 一 1 线性 变换 ， 所 以 ,如 时 4 
是 贡 里 一 个 线性 蛮 换 , 则 在 入 里 有 一 个 折 转 各 性 变换 循 随 它 ， 

如 果 除 环 入 有 一 个 反 自 同 构 , 居 和 上任 容 左 向 量 空间 名 也 
可 看 作 和 他 上 一 个 右 向 量 袜 戎 ， 所 以 ,此 时 就 有 可 能 定义 连结 一 个 
这 关 与 它 自 身 的 双 和 线性 形式 ;这样 形式 吓 做 纯 量 积 . 它 们 的 入 完 等 
价 于 阵 的 某 种 等 价 类 型 听 做 届 步 性 的 研究 ， 纯 量 积 的 最 重要 类 型 
基 厄 米 特 (Hermite), 对 称 及 迹 钳 本 量 积 ， 我们 将 人 找 出 这 样 形式 
前 典型 阵 ， 闪 有 在 与 初等 儿 何 有 关系 的 其 些 特 丈 情 形 和 输出 同步 性 
则 题 的 完全 解答 ， 我 们 还 证 明 关 于 捷 米 疼 形式 的 用 特 《Wit) 定 
理 , 工 且 应 用 宅 来 定 六 特 征 数 关 2 的 任意 除 环 上 这 样 形式 的 符号 
芋 的 概念 ， 

1 双 嫌 性 形式 ”如 果 间 县 A 上 ( 左 ) 向 量 空间 , 我 们 前 定 义 线 
性 奋 数 为 使 
(1) fx + y) = Fx) + Fy) far) 一 ex) 
的 一 个 映 妥 x 一 fs)EA， 这 些 映 照 关 于 合成 
《2) Cf + Cw) = Hr) + Cw), Cfo) (x) = flr) oe 
构成 一 个 右 向 量 空 间 RM*. 我 们 已 知 , 这 些 定义 可 推 得 : 对 于 每 个 
国定 向 最 *E 革 , 婉 扎 三 > xD 三 fw) 是 慷 * 里 ~ 个 入 性 画 数 。 由 
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于 这 科 对 称 性 使 我 们 把 f(x) = z( 用 看 作 一 对 xz6E 咬 与 放 3ie 的 画 
数 ， 所 以 ,用 sx, 从 实 雪 示 值 Ke); 于 是 上 面 仿 方程 就 变 为 
C3) sx TF yf = sx) + sy sex,f) = aslx,f), 
(C4) sx ,f+ 8) = sx) + srs), sr,fa) 一 Ya 

仿 册 假定 哲 记 A 上 任意 尘 向 基 窒 并 而 使 这 情 吕 一般 化 ,于 是 ， 
如 果 对 于 所 有 间 量 对 (x ,yy )( 这 里 x EF,y EE ) 秆 义 的 图 数 glx， 
y, 素 的 值 g(x,y) EAA, 井 有 日活 合 
[5) glx #337) 一 BC) + pray ), par sy ) = oglx sy ), 
(C6) gry + y) 一 gz 人) + gs) EEX 0) = EXSY es 
到 这 个 岗 数 对 做 双 线 性 形式 . 显然 sf* ,及 是 对 于 空间 用 与 的 共 
未 宗 丙 9 的 一 个 双 线 性 形式 ， 

我 们 在 另 -~ 方面 要 鞍 : 共 大 空间 代 * 可 用 以 敬 出 驱 线 性 形式 的 
期 样 定义 ， 鞠 分 gCx,y 是 连结 左 向 基 空 间 委 与 右 间 及 穴 间 筑 的 
一 个 双生 性 形式 ， 把 向 量 y 固定 , 而 把 g(x,y) 看 作 的 形 数 ， 
因 目 记 glx yy ) 二 gz)， 于 是 , 由 (5) 知 gt*) 是 稳 性 画 数 ， 苹 
凶 它 属于 共 王 空间 质 $， 至 下 , 诈 vw 变 , 而 肯 察 陕 昭 yy + gy 对. 
以 中 表示 这 个 瞎 有 照 ;由 (全 知 

Byirs (wr) gCr yy gx sy) Tg By ) + By (x), 
yalx) 一 gx GD) 一 gz ea = gy) ea, 

故 丸 是 芒 性 的 ， 同 理 , 如 果 国 定 z, 则 画 数 ge(y') 二 glx) 是 六 
的 二 性 夯 数 ， 所 以 , g: 是 在 入 钓 共 连 实则 (R)* 里 ， 上 肛 妥 Li: x 一 gx 
是 入 测 (%* 里 的 一 个 壬 往 变换 , 

反 过 来 , 认 基 对 厂 向 量 空 间 NW 到 名 的 嫉 性 丽 数 空间 8* 内 的 
一 个 粮 性 变换 R:y' 一 gyr(x), 基 可 把 gy(x) 看 作 (z:y) 的 一 个 醒 
数 gtx,y), 这 时 x€ 负 ,y ER; 并且 可 情 证 这 个 画 数 是 一 个 双 线 
性 形式 ， 履 知 ， 关 于 慌 线 性 形式 的 概念 的 一 个 等 价 定 久 是 从 右 疝 
量 空 间 入 到 入 的 共 郝 空间 RW* 内 的 线性 变换 的 闻 合 ， 同 理 , 我 们 
还 可 组: 一 个 双 线 性 形式 芋 贷 和 到 入 的 共 琶 罕 间 (% 和 内 的 一 个 线 
性 变换 ， 恒 , 源 求 的 年 六 在 当前 有 具体 开水 上 有 对 你 性 的 长 处 ,故此 
后 还 基 沾 用 定 , 
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型 题 3 
1 证明 :和 如 黑 g(r,y 是 一 个 民粹 性 后 式 . 而 4 是 抽 虹 一 个 挤 性 变换 , 则 g(x447 
是 一 个 双 绥 性 形式 . 
2. 双 米 性 形式 的 睦邻 识 角 与 WR 是 有 限 维 向 是 空间 ,而 (el， 
ca (天 六) 顺序 是 这 两 个 室 间 前 项 ,由 重 
gewfi etersh): :glerstsr) 
(7) glessfi ge) gCes,fn') 
glensfi jg Coen) "plenstn) 
中 做 双 入 性 形式 & 关于 葵 定 的 起 的 陈 . 双 粮 性 形 式 8 完 爹 由 这 个 
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策 交 定 ; 这 因为 ， 如果 4 及 y 是 于 及 乞 时 任意 向 量 , 则 可 殷 
二 > Erey sy 一 Em, 而 得 


E(x3y') = RCE Em) = ZéigCeisf ny. 
所 以 , g(x,y) 可 由 * 与 y 前 表示 式 及 由 (7) 的 元 姨 gte;, 用 ) 而 知 
道 ， 我 们 还 明白 ,如 暴 (Biy) 是 元 案 站 人 里 的 任意 w X 7 阵 , 刚 存 
在 有 一 个 双 粮 性 形式 h(x,y), 宅 以 这 个 阵 作 为 记 关 于 Ce,,es,**…， 
ea) [亡故 的 阵 ,该 因为 ,我 们 可 定 尽 

R(X ) = ZE Bn. 
并 意 容易 验 古 这 个 两 数 是 双 线 性 的 ， 因 为 g(es,fi) 一 Bi 所 以 8 
的 血 芭 欠 定 的 典 . 
信阳 在 两 个 空间 时 的 基 政 变 时 多 xy ) 的 限 ( 有 所 受 的 影响 . 

全 (ii pr 是 和 旦 第 二 个 基 , 时 二 并 prieiy 这 里 (jy) EL(CA， 
27), 基 合 《oi 如 ;vw1) 古 扣 蜂 第 二 个 基 ,， vi 二 二 Fit fo 
LCA 2 ， 刚 

8 一 gC pe Dov) = Dp, 
所 以 渐 淖 是 与 (8) 等 价 的 障 Cg)( 甩 v), 我 们 要 尘 意 到 在 交换 环 情 
形 下 这 个 美和 柔 通常 以 稍 第 不 疗 的 形状 出 更 ,时 时，- 般 把 证 有 有 向 划 
空 亲 作 为 左 向 总 空 间 洲 辩 成。 十 是 ,名 里 基 的 改变 是 v4 二 pih， 
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而 双 线 性 形式 的 新 阵 是 Cu) CB)(y)', 这 里 Cv) 是 障 (0) 一 (oa 的 

仿 再 就 任意 的 和 这 个 一 般 情 形 来 舟 ， 在 昔 性 变换 划 里 便 证 ” 
得 :如果 人 B) 是 任意 和 扼 陵 , 它 的 元 比 在 分 里, 则 有 满 秩 方 耳 (g) 及 Cv) 
存在 使 
(8) (ECB) = diag{ls 3 10 0}, 
陋 方 面 的 这 个 精 果 导 内 关于 双 线 性 形式 的 下 面 基 本 定理 : 

定理 1， 如果 g(x,y ) 是 竺 巡 向 量 企 间 轩 及 沉 的 一 个 双 扩 性 形 
式 , 姑 这 十 小 空间 里 有 基 《mr wo (oo os 存在 使 
(9 gsrr) = Hy 人 一 1 2 7) 
guo) 二 00>r 或 7> +r) 

性 然 + 是 g(x;y) 的 阵 ( 且 的 ( 行 或 列 ) 秩 ， 这 个 7 的 抽象 特 往 
将 于 下 一 节 芥 出 

3. 非 退化 形式 ”如 果 grsy ) 是 一 个 双 线 性 形式 , 划 对 于 所 有 
yy ERR 能 使 etx,y) 一 0 的 向 景 sE 史 的 全 体 碟 一 个 子 这 间 各， 叶 
做 8 的 左 根 集 . 仿 此 ， 我 们 定 闵 右 根 第 %" 是 对 于 上 所 有 * 能 使 
ECX SS" ) =0 的 所 有 向 量 = “ 租 成 的 的 子 肉 羡 关 ， 由 定 交 是 昂 . 左 
(可 ) 根 集 恰 是 六 (RD) 到 莘 () 的 共 间 空间 各 (9 内 的 线性 变换 
(LR) 的 脑 空间 . 如果 ( 态 :… 太 是 先 的 一 个 基 ， 而 xz€ 筑 , 刚 
RS 太一 有 人 帮 二 12 #8 ,从 这 个 方程 g(x, 有 ) 一 0 可 推 得 
glg,*# ) 二 0 对 于 所 有 x 成 立 ， 所 以 ,这 些 条 件 也 是 x 的 充分 


条 件 , 分 分 《elyeay “en 是 Di 的 一 个 基 ; 般 名 一 > Cie :区 


(C10) 0 = glx,fi) = gEtes,f) 一 之 Bi 一 2 


是 一 立 如 ceiE 和 的 条 件 ， 故 dm 中 是 (107 的 缆 性 无 关 解 的 最 
大 解数 ， 所 以 dim 中 一 2 一 rr， 这 里 # 是 583 的 秩 ， 问 理 可 郑 
dim %' 一 一 r+， 我 们 还 注意 到 :和 如果 使 用 定理 1 里 的 正规 化 基 ， 


IJ 此 秒 二 章 5 55。 
= 了 


则 可 算 轴 二 Terra 而 对 一 [erryzrr oa 这 因 
为 ,7 > > 时 复 然 wjENR 如 果 开 yar EM, 有 特别 在 记忆 + 时 有 
0—=g(ZEYimis sk) = Fr 


所 以 向 量 的 形状 沪 和 因 丝 从 属于 [pri sy rertay bi 18] 防 施 


* 十 1 
明了 关于 亚 的 葵 断 , 闫 似 的 花 起 可 使 用 于 人 而 得 关于 人 允 的 论断 ， 

我 们 知道 ，dim RL 十 dim 我 二 ,及 dim RR 十 dim 和 二 #2， 
故 dim LL 二 二 dim RR, 

如 果 所 二 0, 一 0, 则 次 线性 形式 有 说 是 非 退 化 的 ， 所 以 ， 
对 于 所 有 y 能 使 gC(z,y) 二 0 的 入 里 向 量 x 仅 有 4 二 0, 而 对 于 
所 有 x* 能 使 g(x,x) 一 0 的 里 向 量 x 仅 有 x 二 0, 则 8 是 非 退 
化 的， 和 如果 8 是非 温 化 的 ， 则 映照 工 太 R 都 是 1 一 1 的。 妈 因 为 
dim RN = 0 = dim NX, 状 A 二 + 二 故 知 ， 如果 身 与 物 由 一 个 
非 退 化 的 双 阐 性 形式 稍 连 着 ,出 这 两 个 实 央 有 相间 区 炎 数 x, 我们 

还 纺 得 :一 个 空间 与 它 的 线性 削 数 空间 有 相间 的 外 数 ， 所 以 ,映照 

工 及 尺 是 向 量 空 间 到 相同 维 数 的 向 量 实 和 铺 内 的 1 一 1 线性 变换 . 玖 
知 访 些 变 换 部 是 到 对 应 空间 上 的 映 有 将 ， 关 系 训 一 了 一 了 也 是 双 戌 
性 形式 成 为 非 退 化 的 充分 条 件 ; 这 回 罗 ， 由 这 些 关 和 柔 显然 可 推 待 
dimngi 一 一 一 0 及 dim 和 一 本 一 一 0 .上面 烙 果 可 总 车 为 
下 面 的 定理 ， 

定理 2， 具 束 届 与 各 移 一 小 双 并 性 形式 glx,y 是 非 扣 化 的 
这 要 人 条件 为 :1) 四 与 入 用 加 司 的 雄 娄 ;2) 这 沾 形式 期 于 任意 一 对 
基 的 孟 是 满 获 卫 ， 加 时 三 是 非 旨 化 的 ,而 五 (7) 是 史 星 一 人 林 配 性 
函 康 , 旭 实 里 存 谋 耕 一 个 向 量 * 而且 只 有 一 小 使 glx,y) 一 有 
对 于 所 有 成 二 ， 如 果 户 (zs 是 办 里 任意 乒 恰 务 敦 ,上 和 蜂 存在 
有 唯一 向 量 yy 使 g(r,y) = x) 对 于 所 有 + 上 成立. 

如 果 由 一 个 天 退化 的 双 缕 性 形式 & 辕 连 两 个 问 蔓 空 间 有 与 所 ， 
则 我 僻 航 这 两 个 窄 间 尖 于 有 是 对 个 的 ， 融入 与 入 关于 8 是 对 偶 
的 ,并 全 (ei,e2,"… en) 起 寅 的 一 个 粉 定 的 基 取 器 的 一 个 基 (， 
及 得 满 秩 阵 (B), 开 里 记 一 gleiy 有 )， 命 合 (v) 是 A， 
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里 任 癌 满 秩 阵 , 基 会 芒 三 己 fvix 是 加 时 对 应 的 新 基 , 旭 我 们 知道 
SCz 0 关于 基 (eiiez ern) ,Ci 9053 的 卫 是 (B)(v)， 责 
存在 有 筑 的 一 个 叭 -次 定 的 基 (eiy eye) 使 四 关于 《ely ez， 
esfetei aceo 的 阵 是 己 等 阵 , 亦 即 

(11) gleises y= br Cisi = 41,2, 0), 

ec 可 出 取 (9) 二 《B77 从 得 我 们 时 基 (a1,eiy-…' 24) (er， 

en) 航 对 偶 空 ? 间 的 余 趟 、 上 而 论语 指出 ; 项 (9 7) 里 仔 一 个 基 

决定 时 (CRY 里 叭 一 的 余 基 

余 基 公用 于 讨论 % 的 子 空前 与 入 的 共 井 实 岂 8* 的 子 突 间 之 
闻 关 联 性 的 条 念 。 这 些 空间 基于 基本 鸡 巷 性 形式 s(x ,用 三 x) 
是 对 侦 的 ;这 因为 ,对 于 夸 有 * 如 采 f(x) = 二 0, 旭 由 定义 知 f 三 0， 
其 且 如 果 x 去 0, 则 存在 有 一 个 线性 问 数 了 使 KKs) 天 0， 美 腾空 
周二 的 结果 可 移 用 于 一 般 情 形 ， 设 分 与 和 R 关子 g(x,y ) 古 对 候 
阐 , 如 虞 全 是 久 的 一 个 子 空 间 , 定 六 全 的 关联 空间 六 5) 为 对 于 所 
有 *xES 能 使 glx,y) 二 0 的 向 攻 y ER 租 成 的 子 空间 ， 仿 此 可 
定义 愧 的 子 实 间 全 的 关 歼 宏 问 藉 名 7) 如同 在 罚 及 中 "的 特殊 情 
形 ?, 我 们 可 谣 dim 7(S)=n 一 dim 人 SS 及 dim j(S”) = 二 :一 dim5', 
这 些 关系 与 显著 的 关系 久 i)) 刁 6 及 j(i(S”Y) 忆 BB' 合 入 ,可 挫 得 

A = 8, jE = G5 

如 辣 在 线性 图 数 空间 的 特殊 情形 ,我 们 还 可 证 明 : 爱 照 名 一 藉 名 ) 
是 泉 简 子 窒 辣 的 格 济 R' 的 子 罕 间 的 烙 上 的 一 个 反 自 同 物 ， 这 个 
反 自 同 构 的 道 就 是 映照 S 一 六 8); 这 事实 留 作 习题 , 让 芒 者 把 
讨论 笈 稻 节 自 行 补充 


习题 4 
1. 倒 尖 与 R 由 双 入 性 形式 gl*,y) 苦 思 着 ,并 售 1 与 涡 是 由 这 个 形式 所 册 
定 的 和 相信。 如 时 十 和 ER 而 六 十 守 i, 全 gC 二 守 ;二 对 二 
8(* ,y 7， 证 明 : 这 就 定义 对 干 商 空 阅 各 /名 ,了 91 的 一 个 非 退 化 的 双 线 性 崩 式 ， 


4. 严 性 变换 基于 一 对 双 圈 性 形式 的 折 转 ”分 Witi 二 1,2) 是 


1) 拳 乍 第 二 章 $510 的 引 理 。 
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十 调 量 空间 ,并 合 和 是 % 关于 双 戌 性 形式 嫩 (生男 ) 的 对 偶 空 间 . 
如 果 扫 是 % 到 5 办 的 一 个 线性 变换 ,有 旭 我 们 知道 怎样 用 共 二 空 
并 3# 到 共 地 人 鹤 间 9 内 的 线性 蛮 摘 求 定 多 折 芋 4， 如 果 大 ， 
则 J4* 定义 为 Af， 因 此 我 们 可 用 Ri; 到 RR 上 的 等 价 Ri 来 定义 
6 到 Ri 内 的 楚 性 变换 , 亦 即 全 
(12) A = RAA*RIY, 
因为 有 了 下 面 一 次 向 的 科 性 映 胎 : 

Rs: Ri Dis 

A*. Rr —r NY, 

Ri': Rt Ri, 
下面 这 个 积 显然 可 以 确定 的 ， 我 从 还 知道 , A 是 各 到 内 的 -一 
个 线性 变换 . 这 个 变换 时 做 4 关于 双 烧 性 形式 及 go 的 折 转 , 

其 次 是 决定 4 的 形状 全 六 E9， 基 yyR; 是 空间 Ri 里 前 栈 

性 画 煞 (easo)。 再 则 Ra 是 匈 里 使 


(13) ftx1) = galx1A, y2) 
的 楼 性 函数 i. 最 后 ， RA* RI! 是 对 于 所 有 并] EN 能 使 
{14) f(xs) 一 2 一 tf 2 


的 里 向 量 y, 污 照 4 把 如 映 测 yi, 而 按照 ,上面 方程 ,yi 二 yA 
是 对 于 上 及 有 x, ES 启 他 
C15) (xisp2d ) 一 ga XI1A,Y3) 
的 Ri 时 唯一 下定 的 向 基 . 
因为 对 六 性 构 人 金昌 一 种 对 称 性 的 概念 ， 改 在 上 面 卦 论 里 可 把 
i 与 季 ; 的 位 坊 所 换 ， 因 此 ， 如 时 人 是 响 到 纺 内 的 -个 线性 变 
扩 ,期 定义 它 ( 关 于 和 给 定形 式 ) 的 折 转 是 映照 4” 二 L141z1, 这 里 
是 名 得 9 上 的 其 杰 等 价 , 4A 是 4 的 折 转 ,而 已 是 到 9 
上 的 等 价 ,与 (15) 类 仆 , 泸 们 可 用 壮 : wo "是 对 于 所 有 ys & NW 能 使 
(16) Bt ,2) = gC, yd) 
前 了 唯 - -正定 的 向 量 ， 由 ( 侍 纹 及 什 的 显然 知 , 匣 果 了 是 4 的 折 苇 , 则 
4 是 4 的 沂 转 如果 4" 是 4 的 折 畦 , 基 全 是 4 的 折 转 ， 所 以 ， 
两 个 对 应 4 一 用 ;A 4” 是 互 道 的, 于是， 4 4 是 CR, 和) 
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到 &( 区 的) 上 的 一 个 1 一 I 贞 照 ,这 里 9 区) 是 后 到 抑 内 匡 
性 变换 的 集合 ,而 2 儿 , 和 0) 是 RW 到 区 内 重 性 变换 的 集合 ， 这 当 
然 也 可 由 折 转 的 定义 及 映 腿 4 一 4' 的 性 质 让 接 知 省， 

映 妥 4 一 4 的 代数 痊 盾 也 可 由 前 此 建立 的 关于 映照 4 一 4A* 


， 的 性 轩 演 积 出 ;这 里 只 作 披 壕 , 不 加 证 朋 : 1 如果 互 是 咒 到 哆 内 


的 咏 一 个 线性 变换 ,天 

(17) (4+ BY =A4+B., 

2) 如 果 % 与 WW 是 关于 非 温 化 的 双 线 性 形式 gsCx3,y) 的 对 侦 空 
前 ,而 C 是 % 治世 内 的 一 个 缆 性 变换 则 C 关于 gs,gs 的 折 转 记 
作 CGC， 如果 4C 关 于 gg 的 折 转 必 作 (4C) , 则 有 关 和 邓 

(18) (ACY = C4. 

3 通常 ,如 果 我 们 讨 询 单一 向 量 空间 负 及 它 关 于 g(x,y) 的 对 侦 空 
关 , 旭 1) 及 2) 指出 : 了 呐 照 4 一 4 是 所 里 黎 性 变换 环 到 久 ' 里 线 
站 变换 环 上 的 一 个 反 同 构 . 这 里 4 是 4 关于 8 的 折 转 . 

最 后 ， 我 们 要 决定 一 信和 性 变换 的 阵 与 它 的 折 自 的 估 之 并 的 
关 有 对， 仍旧 会 4 是 和 % 到 :内 的 -一 个 线性 变换 ， 和 着 合生 及 号 修 
别 是 关于 双 弹 性 形式 g 及 gy 的 对 筑 袜 闻 . 命 (el,ez,* em) 是 入 
的 一 个 基 , 而 (gj,el*** ,esy) 基 筑 ! 里 的 余 基 ， 问 理 , 分 ( 广 , 记 ， 
的 一 个 荐 ,而 (于, 访 ,… fa) 是 MR; 里 的 余 基 ， 设 


eiA 一 Daf (i 1 ,2 1) 
kl 


HA’ = eon (T= 1,2,° ,2), 


1=1 
别 由 条 件 
gsiAd ,1) 一 gCeisfid ) 
得 际 的 关系 


此 一 is 
如 同 在 鹤 关 及 和 缕 性 男 数 的 对 偶 空 间 各 竺 交情 诊 ,我们 有 :如 果 合 用 


上 


Hh rmt 


胃 题 红 
1， 蕉 上 面 中 ,好 及 3 的 牛 果 补充 苯 明 。 

5. 纤 性 变换 与 双 线 性 形式 再 的 另 一 个 关系 ” 仍 坊 空间 中 与 
FE 人 一 1,2) 美 于 中 是 对偶 的 。 分 w 及 ?顺序 是 先 及 纺 里 固 害 
向 基 ; 妈 时 三 周 历 中 ， 剧 旺 照 
(19) x CE jo 
是 各 虱 W 内 的 -一 个 线性 变换 这 可 由 双 黎 性 形式 的 性 车 而 明白 
的 ， 因 为 这 个 亚 挽 由 ww ,wv 所 决定 ,所 以 用 " 积 ” sr X ”有 末 霄 示 。 更 
一 般 地 发 ,如 果 机 :有 :rr ER 而 po 和 旧 科 性 
恋 换 和 Xa 十 时 X 轨 十 十 zzX vm 是 映照 变换 

x px) Ex ) ym, 

其 次 ,我 们 证 明 : % 到 % 内 的 任意 斌 性 变换 有 这 种 形状 ， 这 
因为 ,分 4 E206), 并 对 (oaoz or) 蚌 秩 空间 名 14 的 一 个 
菇 ， 如 果 x* 是 所 里 任意 向 量 , 则 x4 有 一 个 方法 而 且 只 有 一 个 访 
法 写成 
{20) X= po Bw 
的 形状 ,这 里 柔 数 中:€A， 同 为 这 些 柔 数 由 * 叭 -决定 ,我 们 可 把 
它们 作为 的 夯 数 水 考虑 , 因 班 写 做 办 一 恋人 ,故人 20) 可 改写 为 
《20 ) A= prt bot TT pe. 

如 上 虹 7 是 号 里 另 一 个 向 量 , 出 

Zblz t+ y= xt yA=xAdti+ yd 

二 二 内 (zu 十 ply) ei, 

所 以 、 中 x 十) 二 轴 (x) 十 p(y)、 双 由 C20 如果 a 外 太一 

(ax)A = otxA) = og 4 apbAr lv TT + 

+ ap, (tx) vw, 
由 此 瓜 得 四 (ax) 一 w(x)， 顶 以 , 曾 数 中 (x) 是 线性 男 数 ， 因 为 
mtx.y】 是 非 退 化 形式 , 政 RW 里 大 向 量 对 存在 ， 使 对 于 所 有 x， 
px) 二 gx 因此， 
#A 一 gem)0 十 glistvat + sp 


工具。 


而 有 二 二 所 求 ， 

问 量 对 C9) ms) (ws.vm) 世 定 多 R 到 了 内 的 一 
个 厂 性 变换 4， 如 其 € 马 ， 则 定义 

x A gsr) 二 
牧 们 用 

a pm 

求 表示 这 个 变换 ， 这 个 南 法 指明 :变换 4 太 4 关于 双 税 入 形式 pg 
与 中 是 折 赫 的 :这 因为 ,如 果 z 是 马 果 任意 向 量 ,而 * 是 Ri 里 任 
意向 县, 出 


Rear = We 开 weresz = Eales ery) 
i 了 


1 
gx) = oF mend) = Emer ), 
扩 ,g(x ) gts), 这 艇 硬 了 上 而 的 葵 断 
我 们 再 驳 线 性 变换 了 用 于 X vi 类 未 答 予 关 虐 ,由 积 wX 
的 定义 显 见 
GD) 


(at ma) Xr=mXrtw xv, 
uw Xo se) =u x wa Xi 
(22) um Xv=ru X Er 
浙 以 ,如 果 把 wi 写成 ww 二 本 ejBi, 则 本 wi X v1 二 EejBy Xv 二 
ej X Bivi 二 革 ej X wy， 这 里 wj 二 对 Bywy、 所 以 ,如 时 我们 能 
够 把 iti 二 1,2,-…… ,mw) 用 少 于 碳 个 的 疝 基 c; 表 出 , 则 可 得 4 = 
本 zy X 于 用 消 于 严 个 的 积 ef X wi 之 和 表 出 ， 同 理 , 如 果 vi 能 号 
成 上 s 二 ojf;, 这 里 了 的 个 激 小 于 mm， 姑 可 得 4 用 少 于 吉 个 的 积 
之 和 表 出 的 式 ， 


今 全 4 一 > x X wi 是 4 的 -一 个 卖 示 式 ， 这 里 7 是 最 小 的 


数 ， 基站 上 而 的 就 明 折 中 :人 合 Cals 3 “ 5 本 《213 ,wj 是 
弹性 无 关 的 ， 但 号 县 有 阿古 Ca -5 存在 局 
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RC) = yy Fs 1,2,*' ,7), 
于 是 ， 
Hi 一 > i oy vi 


而 [仁和 A， 另 - 方面; 对 于 任 记 的 x* 有 
x 二 之 pix yA) es ps -* :yorl, 

所 以 U4 = [op … v11， 而 + 是 4 的 秩 ， 各 果 使 用 上 面 决定 
的 折 转 的 形式 , 惠 知 秩 空 浊 届 ;A 二 [sw ,wy]， 这 妈 给 记 A4 
的 秩 等 于 4 的 秩 这 一 个 定理 以 到 证 ， 

6. 纯 旱 积 ”如 朵 四 是 城 鲁 上 一 个 并 向 最 袜 天， 天 我 们 知 闭 办 
也 可 看 作 曾 上 一 个 厂 向 量 袜 间 ， 所 以 ,我 们 有 可 能 定义 车流 涡 与 
它 自身 的 双 线 性 形式 , 捍 且 有 可 能 把 叶 看 作 它 自身 的 一 个 对 侦 空 
天 .如 果 可 除 环 A 拥有 一 个 反 和 月 同 构 , 则 这 些 莉 坟 型 适用 于 可 阶 
环 情形 , 

故 设 入 是 一 个 除 环 ， 在 这 全 环 里 党 多 有 一 个 反 自 同 析 ge 一 
a; 也 就 是 谣 定 尺 一 个 映照 ， 它 是 入 到 和 自身 上 的 1 一 1 映照 , 工 
上 且 记 合 条 件 ， 
《231 十 月 一 区 二 用，cB 一 名， 
璧 如 , 入 可 取 为 汉 米 顿 移 四 打数 构成 的 除 环 ， 而 x 一 有 是 四 锥 数 
忠 到 它 的 次 板 数 的 峡 照 。 我们 迁 知道 , 妇 黑 A = 二 加 是 -个 域 , 则 
上 友 自 同 构 菜 是 后 里 一 个 自 疝 榴 ,所 以 ,此 时 可 到 中 的 任意 自 司 构 为 
a &， 特别 是 可 取 & 三 %, 亦 印 映照 是 居 等 自问 构 ， 这 是 吉 典 的 
情形 , 在 诗 葵 中 将 得 到 特殊 的 注意 . 

全 只 显 和 上 一 个 ( 左 ) 页 量 空 间 ， 自 使 用 答 定 的 反 自 所 的 a 一 
避 容易 把 天 收 成 和 上 一 个 右 向 莉 空 关 ， 这 只 要 合 xa 二 ax 或 者 
换 句 话说 ;如 果 a 一 oa 是 mw 一 9 的 衣 觅 照 ) 央 xa 二 edx， 我 们 可 
以 葵 证 用 炳 量 作 右 莱 法 网 这 个 定义 活 合 站 本 要 求 ?， 于 是 , 腿 这 样 
做 后 , 身 就 变 为 入 上 一 个 右 向 草 密 于， 和信 上 六 的 站 友 有 有 向量 灾 


1) 参 百 音 -- 章 好。 
"lil: 


间 的 维 数 是 相 等 的 ， 事 实 上 ,如 果 (eyes es) 二 各 的 “个 怒 : 
(在 ) 基 ,: 杂 显 然 也 是 一 个 右 ( 左 ) 环 ; 这 因为 ;如果 * 三 之 Siej?， 则 
+ 一 避 ej;， 如 上 典 守 es6; 二 0, 则 还 有 实 8fe 一 0, 故 84 一 0 从 
而 5 二 0， 我 们 也 看 出 : 间 的 尾音 左 于 空间 是 一 个 大 二 空间 ,其 过 
定理 世 或 江 ， 

售 可 此 虑 精 吕 左 向 量 窒 划 条 与 在 向 量 袜 并 介 的 双 强 性 形式 ， 
这 笠 形 式 几 做 基 量 积 ， 故 纯 量 积 是 定义 在 咒 里 的 向 过 对 (xy7) 的 
一 个 图 数 g(x ,y), 于 的 笛 EA, 竹 且 适 侣 方程 
〖24]】 21 十 xz) = 有 2) + grisy), gax,y) 一 CgKxyy 
(25) glxyp tt ya) = 十 有 YaY) 一 多 7 在; 
因为 wy 二 J&， 所 以 (25) 里 第 二 个 条 件 与 (6) 的 第 二 部 分 等 价 . 

如 此 (el, ey, ea 时 和 上 空间 中 的 一 个 基 ,f8) 的 元 素 Bj 一 
Kepej)， 则 阵 ( 有 ) 电 做 夭 量 积 关于 这 个 基 的 障 ， 演 个 概念 显然 是 
冲天 由 双 # 性 形式 条 过 的 空间 里 的 基 所 雇 定 的 这 个 形式 的 陈 揭 故 
全 的 特区 化 ， 一 般 而 天 , 阵 与 共 抬 图 数 g(x,y) 完全 决定 ;这 因为 . 
站 牙 了 一 束 人 ce 而 三 王 8er， 姑 由 (24) 及 425) 得 


‘26) gx) 一 DD Bi 

i 
友 过 米 , 训 虹 已 知 Cei,e2; "es) 与 (B), 央 可 用 此 为 程 来 定 交 折 虫 
一 个 纯 量 秘 ， 


今 诗 答 基 的 改变 对 于 夭 量 积 的 取 的 影响 。 合 (fy 记 :六 ) 是 
外 的 另 一 个 此 ,并 带 户 = 实 wizex， 如 果 把 它 亲 看 作 右 向 量 空间 ， 
则 它们 间 的 美 系 是 所 二 荆 ejv;， 这 里 yi = 疡 /， 放 精 束 右 基 的 阵 
是 CV) 二 (8), 这 个 陈 时 做 阵 Cp) 的 共 对 扩 连 障 ， 我 们 已 知 g(x,y) 
的 产 障 是 (Y) 一 (a)(B)(v)?， 克 有 关系 
(27) (7) = (CBYP), 
这 里 (p) 是 竹内 左 丰 的 改变 的 陆 ， 按 (27) 肝 淇 秩 耻 (x) 速 各 的 两 
个 阵 (8) 与 Cy) 褒 是 (关于 答 定 的 友 自 同 移 ) 辣 步 的 ， 这 个 关系 艺 


DD 参 者 本 章 32. 
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上 才 是- ' 逢 等 价 ， 我 们 所 建立 的 恩 果 是 :标量 包 42 仁 瘟 两 个 阵 是 癌 
步 的 ， 大 导 0 二 短 时 积 的 了 下， 则 同上 多 全 记 淹 加 然 也 是 坑 
量 积 的 一 个 汇 ， 
如 果 伟 上 昆 般 的 一 个 子 和 坊间 ， 后 表 数 g(x,y) 限于 名 里 向 时 对 
时 ( 称 簿 边 寸 合 ), 显然 在 的 一 个 绩 呈 积 , 至 此 很 自然 地 引入 外 的 
子 空 间 之 间 的 下 面 等 价 构 念 ， 如 时 存在 有 子 空间 所 天 全 ;上 前 一 
个 1 一 1 多 性 变换 UU 使 Ex on) = 一 So on 对 于 gl: 于 所 有 
#13 91 帮 肛 立 ,期 琢 人 G1 与 Gy 是 8 后 车 价 的 . 如 果 (e1,62，' er) 是 
名 的 一 个 基 , 关 《ee er 0 是 总 ; 的 一 个 起 ， 并 是 glei， 
e702) 二 gtesU,ei0). 于 昌 , 二 基于 这 些 基 的 短 精 的 阵 是 相等 的 ， 所 
以 ,如 果 在 g~ 靠 价 子 空间 里 选择 任意 的 基 , 朋 Hj 这 些 基 决 定 的 味 直 
同步 的 ， 反 过 洋 , 设 Gil 与 全 是 子 窒 则 全 #8 对 于 这 靳 空间 的 短 畏 
的 障 是 癌 步 的 ,所 在 人 自由 基 的 适宜 渤 取 ,可 个 改名 至 有 ~ 个 基 
(C19 023 “? 87) 下 S, 里 有 -一 个 基 { 太太 “ | 使 gCeis 7) 一 2， 
他， 售 合 各 二 书 fie;， NH 二 本 we; 是 Si 里 标 音 两 个 向 量 , 则 有 
之 6 (e507) $i = > Gig (fi, 有 着 且 由 此 给 出 gxi #1) 一 


pC EE fis ER). 因为 ， 上 辽 有 照 * 二 Ze 一 过 5jf; 村 全 ,到 ;上 一 
个 1 一 1 嫉 性 变换 ,所 以 前 面 的 关 柔 指 朋 人 与 & 是 g- 等 价 的 . 
7. 厄 米 特征 量 积 今 设 反 自 同 构 a 一 a 基 对 合 的 , 亦 即 对 于 
所 有 a 有 到 二 c。 我们 先 考 虑 捷 米 特 绥 量 积 的 理 答 , 亦 即 对 于 匠 
有 x 以 Y 能 十 
(28) RACV) = glxsy) 
的 理 葵 ， 如 果 4A = @ 是 一 个 域 ,而 三 a 《( 窑 放 该 样 做 ), 则 所 米 
特 条 件 化 为 
{29) RCYIXY = gLYsY), 
省 合 辽 个 条 件 的 纯 量 积 趾 做 对 称 纯 基 积 
如 虹 《elyeas yen) 是 人 上 % 的 一 个 其, 则 条 件 (287 特 别 可 
推 得 


Bii = gleis ei) 一 geis er) 一 Bi 
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忆 以 ,gry 坊 是 捷 玉 将 箔 量 积 的 一 个 必要 条 件 是 :本 量 积 的 障 是 把 
米 折 夺 ; 亦 部 
(30) (BY = (8), 
这 个 第 件 出 是 充分 的 ;这 因为 ,如 时 (30) 成 立 , 且 分 x 二 马 Sies 及 
二 Pers, | 
ACYs 2) 三 Smit 三 Spt 
而 
zy7] = EB = Pb, 

下 是 , gty x) 二 gx,y)， 特 典 是 ; gx 是 对 称 的 必须 而 且 只 绷 
它 的 阵 是 对 称 的 ((87 = (8)). 

茹 果 双 YY 9 是 万 米 特 芋 量 积 , 划 对 于 特殊 向量 sy 如 果 gCw， 
v) 二 0, 可 推 条 gpse) 二 tuso) 二 0。 如果 这 个 条 件 成 立 , 划 训 
向 量 # 与 (关于 8) 正 变 , 上 面 的 说 明 指 出 王 交 美 柔 是 一 个 对 称 
尖 湛 , 亦 部 * 与 正 变 , 央 0 上 万 与 # 正 交 ， 如 果 全 是 亲 的 一 个 子 空 
则 , 则 与 信里 短 个 向 量 w 正 次 的 癌 量 v 构成 的 空 脂 是 仇 名 的 正 变 
余 窗 击 ;二 作 合 '+， 这 与 前 此 j( 合 ) 的 定义 重合 ， 应 该 指 出 , 除 重 要 
的 竺 儿 博 形 (其 中 车 干 情形 将 壬 后 章 花 机 ) 外 ,在 予 空间 格 里 人 + 通 
常 不 是 名 的 一 个 余 空 间 ， 

与 英里 每 全 向 量 x 正 交 的 向 量 z 构成 的 子 空间 E 叶 全 glx,y) 
的 根 实 并 . 如 果 秀 天 各 的 根 空间 R+ = 0, 划 这 本 量 积 咱 做 非 退 化 
航 ， 我 们 知道 , 星 时 候 照 5 一 全 + 是 子 空间 格 到 它 自 身上 的 一 个 友 
自 同 梅 ， 我 个 还 知 ，dim 名 一 一 dim 全， 所 以 ,dim 人 Gti 二 dim 名， 
因为 性 然 全 二 5, 怖 由 这 美和 对 得 St1== 合 .所 以 , 由 一 个 非 退 化 的 
上 后 米 征 纯 量 积 决 定 的 了 映照 名 一 台 在 子 空 间 格 里 是 一 个 对 合 映照 ， 

如 时 名 门 名 关 0， 则 子 空 商 名 叫做 烷 向 前 ， 这 显然 可 推 利 : 
S 合肥 一 个 非 霍 数 向 向 量 ww， 亦 即使 gCn,w) 三 0 的 向 量 w 如 果 
扣 伴 岛 !， 刚 子 空间 名 站 八 爹 迷 向 子 空间 ， 

如 果 8 是 非 退 化 的 ,而 后 圣 一 个 非 迷 疝 子 容 前 ,其 人 NMS+ 二 0， 
拜 昌 dim 名 上 一 关 一 dim 信 。， 所 以 在 此 时 笠 习 分解 抽 二 5 申 5+, 
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匀 是 和 虹 


1. 靳 明 : 非 党 尼 米 转 后 录 科 的 存在 可 推 得 凤 自 团 构 a 六 & 基 对 合 的 (所 内 ,在 上 上 罗 
时 区 里 ,后 者 条件 是 率 余 的 ) 

2， 就 其 : 话 合 gCx, 扫 二 gCY 7) 的 非 堆 闲 量 积 的 存在 可 扒 绎 5 =e, 因此 推 知 入 
是 一 个 城 ， 

3。 证 明 ; 如 果 (q) 及 (C8) 是 厄 米 特 隆 , 则 C0 填 (有 ,CoDr, Ce)CB》 + (BQ) 都 是 
顾 米 特 陈 ， 

4。 如 此 者 最 积 2Cy ,#7 一 一 8, 入 ， 期 到 x ,3) 同 做 斜 于 米 特 炖 旺 积 ,命中 是 


全 的 一 个 元 素 , 近 合 下 一 一 p 竺 0， 省 合 Cx,y) 是 笠 全 米 竺 鲈 是 积 ， 证 明 ; 机 网 
二 En 症 A 里 基 一 个 对 合 友 自 间 构 ,并 几 gx 一 下 Wy)4 关于 这 个 区 
委 司 物 是 厄 米 特攻 最 积 . 

8. 后 米 特 疆 量 积 的 阵 ”在 厄 米 侍 福 量 积 的 讨论 中 ， 把 特征 数 
2 的 域 上 对 称 形式 另行 计 玉 是 比较 三 便 的 ， 上 所 以 在 木 节 里 我 们 假 
定 :如 果 ?是 对 种 的 , 则 人 笠 三 理 的 特征 数 过 2， 

先 才 处 由 条 量 积 决 定 的 单一 向 量 * 的 落 数 g(x ,x)， 如 果 p(x， 
是 对 称 的 , 则 连带 的 画 数 g(x,x) 时 做 由 对 称 形式 决定 的 二 次 形 
式 ， 如 果 市 非 霸 向 量 * 存在 使 gCwyx) = BE 人 AA, 我 们 通常 就 元 来 
B 由 重量 积 表 示 、， 因 为 

gu) = RHA 
所 以 B 二 BB， 于 是 ， 由 入 量 积 家 示 的 元 素 在 反 自 同 构 下 不 变 ， 关 
于 厄 米 特 绩 量 积 的 主 赤 千 浊 的 证 朋 中 的 一 个 重 过 共有 马 是 下 面 的 . 

引 理 ， 如 果 g(+,y) 是 非 堆 的 后 米 竺 存量 蒜 , 央 有 由 邱 量 禾 卖 
示 的 非 窒 元 率 产 在 (换血 话 褒 ,如 时 办 不 是 至 壕 向 的 , 基 字 含有 一 
个 非 迷 上 向 向 景 》 

让 “如果 辕 葵 是 钳 谈 的 , 旭 对 于 所 有 aegfasay 二 由 于 是 ,对 
于 所 有 x,y， 

Ex) + gCysx) = gx t yx ty) — glxs#) ~ py,y) = 10. 
因为 gtys#) 一 xy 由 此 就 得 出 gtx,y) 二 一 g(x*,y)， 但 因为 
gtsy) 地 0, 上 让 有 向 量 #,w 符 在 便 二 gCwyw) 天 0， 如 时 以 pi 
代替 we 着 收 变 乱 法, 则 可 发 glw,w) 二 1， 于 ,对 于 信里 村 音 
和 有 gensv) 二 一 glousv) 及 有 二 一 a， 办 为 1 二 1, ,这 可 推 得 特 
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证 数 是 2, 而 & 一 w 及 以 ,上 面 的 友 当 同 构 时 性 等 映 照 ,而 全 二 让 
是 变换 城 ， 这 种 情形 已 在 仍 直 中 除 -去 . 

上 直面 所 用 冶 坎 证 不 号 构造 性 的 .。 但 在 gtx,y) 是 对 称 的 这 个 
特殊 情形 ,我们 容易 积 晶 学 找 疝 量 # 俱 gtw,n) 天 0 和 铭 构造 方法. 
全 (es ez "Cn) 天 各 于 各 的 一 个 厅 , 则 有 某 个 向 量 对 ei;e; 个 
gteisen) 天 0 如 时 让 = 了 草 可 取 w = ez: 否 旭 可 琶 g(eiyei) 二 
0 二 glejs 8) ,而 在 i 天 1 寺 gteysej) 夫人 0 于 是 , glei 十 6j,2i 十 @i) 
= glesyei) + gleiyes) + g legs 01) + gess Ei) = geis 7) + 
gesei) = asferyer) A 0, 

令 辐 到 一 - 般 情形 而 证 下 面 的 

定理 3 如 果 g(x,y) 是 厄 米 转 印 量 积 ， 则 有 一 个 莽 (wi,s; 
sr 健在 使 
{31) Re 一 应 天 0 (i= 1,2, -+), 

而 其 宅 印 景 义 都 是 0 

评 如果 gg 一 D, 这 个 恩 果 显然 成 立 :因为 此 时 任意 -- 个 基 可 
用 作 z 的 集合 。 如 果 gg 到 0, 我 全 可 取 任 意向 最 为 mw 入 要 gt 
#1 二 Bi 于 0， 出 让 理 知 这 样 向 量 站 辫 在 的 ， 仿 起 已 决定 了 线性 
无 类 向 蕊 Caan 3 全 gm 二 记 尖 0 而 和 时 Re 
zi 站 一 04。 中 大 由 


大 
(32) zx 一 D glx sm) By le; 

1 
定义 的 上 映 妥 Ek， 显然 识 是 弹 伯 的 .而 把 条 腕 到 并 明 Gx = [tirz, 
内 及 wjBx 一 > gtswi)Brim 二 wj， 于 是 ; E4 奏 Gx 时 


是 类 等 映 腿 ， 鼓 及 = Ei， 因而 如 果 命 析 二 1 一 Ex4, 则 加 二 
G4 叶 鞭 成， 我 们 还 有 


旦 
RTE 站 gE (三 sea Br co] 
i=1 


一 > glx Br g(as) 
1 二 


一 Re 

所 p(xPen) = gCxCl — Ensn) ~ gr)— plxEry nn = 0, 
均 R14 里 向 晤 与 Si 里 餐 个 向 量 正 变 , 环 如 和 RF 人 人 +， 我 们 游 虚 
FP 里 太 恒 看 gx,y)， 如 果 它 在 WF; 里 是 0, 则 可 在 RFi 里 选 一 
个 菇 (zi,z20 zm》， 央 为 入 二 4 外 RFr, 电导 Caymy 
zy zm) 是 氏 的 一 个 基 ， 因 为 与 # 正 交 竺 且 与 其 它 x 正 变 ， 
所 尽 这 是 所 求 形 状 的 一 个 基 ， 另 一 方面 ,如 果 在 RF4 里 gg 到 9, 则 
在 这 个 空间 里 可 求 一 个 外景 En 使 glat1s HkE1) 一 Br+l 天 0. 于 
是 :aiyea rt) 是 线 情 -元 闫 组合: 着 且 因 为 srl 与 其 时 wi 正 
安 ， 所 以 新 集 会 适合 与 fat at) 相间 的 条 们 -。 于 是 可 重复 
使 出 这 方 忠 ， 

我 何 答 出 的 求 正 规 化 基 的 三 法 实质 上 创 自 抗 格 兰 日 《Lagrar 
nge)， 应 该 搬出 :我 了 可 取 由 纯 是 积 表 示 的 任意 元 素 做 有, 并 且 可 
太 Yaetly 汉 四 伐 忒 任意 的 加 :后 者 便 应 变 为 B= 二 gCYiis Vin) 二 
yzpi7， 在 施行 上 而 方法 时 ， 需 有 RF 前 一 个 基 ; 这 可 由 (us wz， 
和 定 计 大 于 的 一 个 基 (Caaszea zetyplypi "svV6-#) ,于 是 ， 
Pr 构成 SPFs 的 一 个 其. 


智 是 43 
1， 如 果 鱼 号 有 有 理 数 域 , 求 与 
一 了 3 号 
{ow 一 3 1 一 1 
.5 一 也 4 | 
同步 的 对 名 入 (部 , 井 来 济 玉 陈 C 交 CDC 一 《有 
2 证明 :定理 3 用 答 贡 空间 Ez: #2 prj 古 2 的 颁 宅 并 ， 
3. 识 三 移 特 征 数 壮 2, 而 g(x ;如 上 二 而 上 守 里 一 个 对 称 浊 进 化 的 纯 量 积 . 许 明 ; 
英 困 六 去 未 0, 其 日 是 沪 犯 景 积 , 亦 妈 它 表示 中 的 每 个 元 素 ， 
93. 特 殊 除 环 上 对 称 及 厄 米 特 邦 量 积 ”上 阿 讨 码 把 厄 米 特 耳 
的 同步 性 问题 比 为 或 对 角 阵 的 同步 性 的 条 件 问 题 ， 这 个 闫 题 迁 没 
有 一 般 地 人 解 洪 . 已 知 的 车 果 都 是 特殊 情形 ， 好 针对 于 仿 的 性 质 只 
反 自 疝 构 的 性 盾 使 则 特 鳞 前 向 定 。 例 和 好， 有 理 数 域 上 对 栎 障 的 同 
步 性 闫 是 已 效 得 完全 解决 。 关 于 这 个 髓 形 的 理 蓝 ， 广 要 是 陪 可 斯 
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法 CMinkowski) 及 哈 斯 (Hasse) 的 台南, 实 盾 是 算术 的 , 近 里 就 不 讲 
i 滴 了 人， 本 章 余 下 部 分 的 安排 如 次 ， 本 节 及 $10 叙述 同步 性 问题 的 
特殊 情形 ， 宦 们 是 全 个 学 习 数 学 的 人 都 应 恋 知 道 的 。 林 了 两 节 和 伺 
述 主 刻 对 专门 学 习 代 激 的 人 人 感 党 兴趣 的 间 题 ; 壁 如 ,在 $11 里 再 状 
上 嵌 厄 米 特 形式 卫 --- 般 理 询 ， 井 且 讨 往往 号 差 概 含 的 威 特 的 重要 挫 
广 ; $12 叙 进 特征 数 2 的 域 上 对 称 纯 量 积 理 租 ， 

我 全 先 反 上当 和 精 果 限于 对 称 阵 及 对 称 和 本 量 积 《A 一重 是 -一 个 
成 ,< 宕 oa) 天 屋外 的 特征 数 关 2。 gxyy) 基 一 个 对 称 纯 量 积 ， 
着 分 (sn,wz,' ,zn,) 是 能 吏 使 

| =6B,B FA0 (= 2, ,er) 
的 一 个 基 , 基 7 是 g(x,y) 的 障 diagfB ,8 ,Bo) 的 秩 , 并 且 7 是 
这 个 纯 量 积 移 所 有 陈 的 从 秩 ， 我 币 已 知 可 以 vw = 二 Yorkyr 大 0) 代 
蔡 w;。 于 是 ,vv 构成 劳 一 个 基 , 而 由 区 个 基 凯 定 的 陈 吓 

diag{ Bi, Bs * - ,Bs ), 

这 里 BB 二 YB;， 上 故 知 仔 意 BI 可以 B; 二 这 Bf 于 0) 代替 ， 今 规 
外 是 这 样 的 域 , 朱 的 每 个 元 来 前 十 平方 数 ， 和 如果 和 = 二 请 ， 则 优异 
例 记 YY 二 BY， 于 是 ,和 如 曲 记 天 0, 全 YY; 二 记号 三 (BY?)-!， 这 样 
选取 的 入 把 应 的 成 店 = 1， 于 是 , 炖 芋 积 前 陵 的 形状 是 
(33) diagfl 1 ,1,0,.-.,0), 
特别 在 重 基 代数 月 域 时 ,这 个 形状 可 以 适用 . 

如 果 (B) 星 任 屿 对 称 耻 , 旭 (8) 可 用 以 定义 罗 上 包扎 .个 对 称 
苦 量 积 ， 这 个 纯 量 积 的 陵 笛 戌 由 (B) 决 定 的 同步 类 ， 战 知 : 如 果 由 
是 特征 数 天 2 的 代数 用 域 , 其 全 ,里 任 将 对 称 限 (BB) 局 与 形状 (33) 
的 一 个 阵 是 局 步 的 ， 显 然 (33) 可 由 《8 有) 的 佚 完全 决定 ， 由 此 扒 得 

下 茵 的 

定理 后 如果 鲁 是 竺 徽 数 天 2 的 代数 最 域 , 则 外 里 任意 坪 个 
对 称 队 是 同步 的 贤 拒 而 且 只 搞 玫 们 才 相 同 的 锥 . 

次 规劝 是 实数 域 ， 把 向 量 wi 其 烈 使 

Bi> C= L200 pRB EO 人 一 请 十 上) 
基 在 i 所 p 时 ,可 求 B, 的 平方 根 ; 而 在 阅 了 > 由 时 可 求 -8; 的 平 
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方 根 ， 项 会 说 一 所 2 扩 一 【一 有 2 如 上 上 而 合用 产 ， 则 各 
g(x sy) 的 一 个 靶 
pp F 一 中 

(34) {1 sy ye O10, 0}, 
出 此 知 ， 任 意 实 对 称 际 与 形状 (34) 的 红 证 同步 讽 ， 其 次 ， 我 税 交 
证 : 形状 (34) 的 两 个 际 除 完全 和 等 外 在 下 。 里 不 能 成 同步 的 ,这 里 
下 星 实 数 域 ， 这 个 和 苦果 可 直下 曾 前 定理 得 昌 : 

定理 5.〔 席 补 源 或 ). 如 东 由 是 实数 所 ,而 内角 障 {Pb8 80 

1 有 

在 畦 , 星 是 同步 的 ,基于 的 局 的 沾 数 与 于 的 房 的 小 数 p 相同， 

姓 ”、 芥 定 的 两 个 障 可 取 为 .上 宗 间 从 童 前 网 -个 对 称 业 最 各 
前 障 ， 我 们 可 下 在 前 面 的 p 个 户 及 产 个 房 寻 是 >0; 莽 旦 这 两 个 
库 芍 前 而 ?个 元 素 祁 关 0, 而 后 面 nn 一 + 个 元 址 玫 是 0. 会 (ms) 
下 一 个 基 ， glx,y) 关 于 这 个 基 前 际 是 {B1,B,… ,BB,}; 市 
《ebpay 35V#) 是 一 个 基 ， Btzsy) 关于 这 个 直 的 阵 呈 {Bi.B,, 机 
Bo。 }。 我 体 易 知 ?, 根 空间 

RL = [py rsa "us = [wps wrr2s “nj, 


合 引 人 人 下 询 的 子 空间 : 


R= La, #2,* ' "mpl, 


总 :. 一 Ly, oa “ “mp ， 
筑 - 二 [upriy sptas """ swr] ， 
SG- 一 [peiytpra sor] . 


pe 9 
会 y€ERy 十 Bi 其 了 一 位 pin 十 wus 着 且 
1 


r+1 
rp 
gps) = DF Pi. 
1 


因为 B > 0(i 二 1,2, PP); 所 玉 gly,y) 字 0; 着 且 只 在 所 有 


1) 本 章 此 上 后 沁 到 对 角 陋 时 ,家 畴 去 训 号 “diag”。 
2) 从 省 习 条 43 的 第 2 这. 
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np 一 0 的 上 时 多 说 一 上 所 这 ,如 这 jE 十 和, 拥 gly,y) 

; 基 卫 只 有 ERY gly,7) = 0， 类 没 千 果 对 于 5S. 十 号 
说 另 一 二 入 ,名 肝 ?CE 和 -十 弹 或 ES- 十 和, 基 类 倍 的 论 
证 指 由 gf ) 委 0: 着 且 只 看 yE93 了 时 ，gfy 一 0 他 全 3 
(Rr 十 和 NC 二 和) 其 有 SC 空 0 及 8 区 0， 因 此 
atyy) 二 0, 而 上 和 hi， 这 建立 了 下 面 的 涯 系 : 
《35 ) (CR, + WINCGS, 十 RL) = Nt, 
信使 用 一 般 维 数 尘 系 !.; 

dim{S NE,) = dim 各 | + dim 5, 一 dim(S, + SG,) 
dim 名 | dim 名 — a, 

把 这 个 关系 用 于 (35) ,得 

xa—r2p+in— rrp tmr)—n. 
所 记 p 一 达 0 本 于 区 寺 pp 妆 p; 所 以 pp 二 p' 

席 析 斯 尺 定 理 指 坟 , 本 上 与 答 定 的 实 对 称 际 (B8) 同 步 的 任意 对 角 
阵 早 ， 正 元 来 的 个 数 是 不 变数 ， 在 尾音 对 前 和 陈 里 正 元 素 的 个 数 与 
鲁 元 素 的 个 数 半 之 闫 2p 一 7? 是 一 全 不 变数 ;这 数目 叶 做 牌 的 符号 
藻 ( 持 性 指数 ). 趣 时 , 案 对 称 服 证 主要 定理 可 壕 成 

定理 6. 责 个 实 对 称 牌 是 同步 的 必须 和 而 且 只 上 须 它们 有 相同 的 
著 与 直 问 的 符号 产 , 

次 屋 功 是 复 驳 域 , 而 a 一 & 是 一 个 复数 三 治 七 的 共 李 复数 的 
刺 耻 ， 人 党 gtx,y) 是 硬 上 空间 划 里 的 -个 龙 洲 大 和 基 遇 积 ,而 且 过 带 
月 : 王 估 上 喘 照 a 一 a， 央 对 秆 桂 意 x， , HU) ta) 二 g(x,x) 苦 个 实 煞 ， 
晨 踢 是 ,如 果 (em aa) 是 能 使 (31) 戌 亚 的 一 个 赴 , 荐 元 案 B 
是 和 实效， 如 果 以 wi 二 yiwi (Yi 于 站 代 交 wa, 朋 记 化 为 Yi7i 记 一 
|Yi 间 :， 沂 以 此 时 各 有 一 个 基 ; 关 于 这 个 基 , 阶 的 形状 也 是 (34)， 

席 柏 斯 荆 定 迎 在 当前 情形 下 也 成 立 ， 守 断定 :如果 外 是 复数 
域 , 币 4B， 局 : ,月 与 481, B;, ”0 Br 是 同步 的 , 亚 部 Lt 人 D,n) 里 
有 一 个 毕 Cro) 帮 在 使 


1) 枯 下 习 嚼 8 的 第 2 情 。 
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{8 Ba， 请 Br } 一 (Cu){B, B, ” ,Bu CRY), 
荐 正章 记 的 个 数 与 正 的 B; 的 个 数 相同 ， 谣 虹 答 与 前 天 的 证 明 相 
辣 :要 以 是 :如果 


办 1 
y= Zi + Dis 


基 日 if 筷 p 时 Bi 六 0, 而 7 六? 时 B; 二 0, 其 
£79) = Ey |B; 2 0, 
与 实数 情形 一样, 我们 有 下 面 的 制 断 准则 : i 个 应 米 特 阵 尖 于 
友 自 同 移 a & 是 阅 步 后 必须 而 县 只 多 它 们 有 婴 融 的 秩 及 相同 的 
符号 差 、 让 里 符号 盖世 是 定义 做 : 不 与 答 定 的 厄 米 特 阵 同 步 的 -…- 
个 对 负 阵 里 正 元 过 个 数 与 色 元 素 个 数 之 莽 
最 后 ,次 虑 四 蕉 数 的 后 米 特 形式 的 理 葵 ， 慷 和 基 汉 米 司 的 四 
维 数 构成 的 除 坏 . 并且 分 az 一 是 四 蕉 数 a 一 四 十 of 十 oj 
十 ga 衣 贞 芭 它 的 具 虹 
R= — oi Oo wf OO 
的 柄 其 ， 站 果 g(x,y) 是 A 上 包 里 的 厄 米 特征 量 积 , 旧 Ca) 二 
glusw) 是 个 实数 ， 记 刚 oF 二 吕 十 民 十 碍 十 虹 疾 0, 而 且 只 有 
wx“ = 0 时 等 式 才 成 次 ， 这 些 认 明 指 出 ,这 个 情形 与 复数 的 厄 米 特 情 
形 实 质 上 和 相同， 有 形状 (34) 前 陈 在 同步 性 下 必 为 由 型 形式 ， 磺 柏 其 
忒 定理 及 秩 与 符号 壮 相 等 是 周 步 性 的 充 要 条 件 也 都 成 立 ， 


习 题 44 
]， 翰 明 :% 行 ? 列 名 实 对 称 阵 药 同步 美的 个 数 是 (am + (x 十 妨 /2， 
2. 求 与 实 对 称 库 
1 3 —5 
| 名 一 全 0 
5 0 2 


同步 的 而 形状 为 (3 和 的 障 ， 
3. 求 与 提 米 特 四 灯光 陆 
-1 1 上 72 一 2 未 
四 0 4 | 
2 一 4 2 
同步 的 而 形状 为 人 4 的 阵 ， 
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咎 ， 其 三: 记 昌 (的 中 四 天 到 称 呈 或 四 复 天 东 畦 速 ,或 马上 四 维 凶 
忆 米 竺 陈 ,用 只 有 (ao 二 (月 一， Cv) 二 
[ea BT = 
下 紫 成 立 。 

10. 交 锐 智囊 训 加 更 难于 所 有 + 上 及 yy， 类 莫 积 g(x,y) 一 
一 gC9:x*); 央 gx,y) 时 做 儿 称 入 蚂 积 ,此 时 g(x ,x) 二 一 gAx x) 类 
困 特 征 莪 去 2， 则 可 推 得 gCx,x) 二 0; 如果 特征 数 是 2,g(x,x) 一 0 
对 于 碾 手 * 也 可 忆 偿 从 谎 羡 ， 如 时 对 于 渡 有 +* 都 得 g(x,x) 二 0， 
列 匀 称 祁 基 积 g(x,y) 只 做 灾 错 条 量 积 ， 今 来 氢 进 水 这 个 类 型 纯 
盟 积 的 适 便 的 上 肉 志 基 刊 种， 和 市 引 和 的 下 理 的 古 明 知 :如 果 g(x,y) 蚌 
这 鱼 的 , 剧 寂 是 侠 称 [; 圭 且 如 果 g 半 0 是 和 斜 称 的 ,有 4 三 a 而 
和 二 人吉 是 变换 城 , 

诅 g(x,y} 时 变 鲁 的 ,并 且 不 柜 竺 于 0 ,如 可 求 一 对 间 是 wx,z 使 
gst 六 0。 以 5 的 活 宣 信和 区 器 代 赤 vw, 央 得 而 二 x 上 与 刀 使 
gl v1) 二 ]， 于 元， gy m1) 二 一 1， Rtt1s He) 一 小 一 Elvisr), 
豆 an 与 六 是 访 性 无 藉 的 ， 信 说 我 全 已 找 间 并 对 疝 量 yy vi， 
ty 倍 都 是 线性 无 关 的 , 短 且 适合 
(36) gasoi) = 1, gloisni) 一 一 | 
而 所 有 其 宅 纺 量 积 帮 等 于 0 ， 合 Ex 表示 粹 性 变换 


让 点 
(37) bd 之 ， 有 Ce 一 全 efzya er。 
1 1 


和 如同 定 环 3 的 证 朋 , 我 们 知 54x 忆 鹤 贿 Bx 三 [sy vy a 2 
zx] 上 一 个 出 影 ， 太 凡夫 果 二 1 一 Br, 则 和 二 S4 中 RFr， 我 
信和 还 串 纵 证 g(xErym) 二 glx ym)， 及 g(xEesv) 二 g(x)、 所 
以 xFrs ai) 二 0 二 gixFrs 07), 新昌 各 Fi 迄 G4?， 此 了 时， 有 在 
RF 里 是 0, 或 者 在 这 个 党 天 旺 我 何 可 汗 - 一 对 何 明 xi wat 使 
Carly2kHD) 二 1 va 1). 

因 沪 Ex 门 到 Fr 二 站 所 以 Cyviyras va HH 是 一 个 无 次 
在 介 ; 封 且 内 与 最 后 两 个 向 量 与 前 面 的 和 区 :让 以 ?二 个 合生 


1) 避 基 总 k 的 正 突 信 过 间 , 尼 的 之 六 类 仆 厄 天竺 纯 呈 机 的 定 穴 。 
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列 第 侣 侧 适合 了 与 Gay sty 如 it;58) 相 同 区 和 丛 件 ， 毛 后, 或 
蜡 生 成 豆 个 稚 闻 ， 玛 时 著 香 一 个 空 [和 PP 使 8 在 定 里 而 等 于 0 。 
在 后 六 情形 下 ; 提 们 取 这 个 空间 的 他 得 忧 (gs 75) Rg (xy》 
关于 其 
Cy ty stay Hrs Dr B19 32 "9 S27) 


的 阵 显 然 基 


(38) 


这 秀明 了 王 和 而 的 定 纤 ， 
定理 {。 因果 8Kxzyy) 是 一 个 交 绒 站 量 策 , 周 咒 有 一 个 基 存 在 
使 8 关于 这 不 攻 的 硅 的 形状 是 (38)， 
如 果 包 x,Y) 天 0 是 变 错 的 ,加 反 自 同 构 起 慨 竺 观照, 而 g 人 x， 
y) 的 阵 (B) 是 交 钠 注 , 环 B1CBY 一 一 (B), 并 县 Bi 二 0 (i = 1,2， 
.…,n)， 流 此 条 件 由 是 充分 的 ;该 因为 ,如 果 x = 瑟 &e,, 则 
g(x,#) 一 之 Bréié; = 之 Be + 之 【8 十 BSE 一 0. 


Ee 

BH glx,y) 基 交 鱼 处 最 积 至 此 ,下 而 的 壬 果 蚌 定理 7 的 直接 扒 
论 ， 

条 1， 元 楷 及 于 域 的 一 个 交错 婵 的 秩 是 香 数 ， 

邓 2. %, 玫 南 个 交 错 便 是 王 步 的 几 须 而 生 只 针 七 从 有 施 间 的 
我. 

入 逢 4 
1， 潜 明 :和 如果 生 是 有 浊 多 域 , 几 在 更 | 里 
DD GL 已 的 正 充 款 总 于, 空前 定 多 到 航 厂 六 特 趣 呈 积 的 定 六。 
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0 2 1 3 0 上 0 0 
—2 0 1 0 0 0 

一 ， f 一 
(0) 1 -4 tw 1 0 0 0 0 1 
3 21 0. LE oo 0 -1 0 


是 同步 的 ;并 在 (加 ,中 时 家 一 个 (使 (8) = CD (oC 

“1 威 特 定理 ” 今 再 就 可 除 颖 上 龙 米 特 纯 景 积 的 : 摘 理 论 束 
北 。 企 当前 的 讨论 号 ,我们 假定 基本 反 自 同 构 -在 适合 下 面 的 
可 解 性 和 伯 -. 

公理 S、 方 稳 寺 十 三 一 问 对 于 可 除 竺 的 每 个 厄 米 幸 元 素 吕 
有 一 个 解 ， 

和 如果 入 的 特征 数 过 2, 战 自动 地 适合 这 个 公理 ; 这 因为 ,此 时 


可 取 芭 一 地 在 入 的 特征 数 为 2 的 俩 形 下 ,如 时 A 的 心 蝶 有 范 


素 7 存 XE 使 7 了 关 7, 则 也 汪 合 这 个 琶 理 ;这 因为 友 自 同 构 把 峡 莉 
客 自 身 , 所 以 有 一 了 了 十字 洋 0 属于 卫 ， 所 以 ,如果 半 一 四 8 刚 
二 十 二 一 了 Yo 十 有 Fo l= By 十 了 一 六 
最 后 , 我们 注意 到 这 个 公理 要 把 和 一 由 而 贝 是 特征 数 2 的 域 及 
二 & 的 党 形 除外 ， 这 省 理 很 明显 , 央 为 此 时 十 EE 一 0, 但 上 无 

须 为 0. 

设 负 是 入 上 向 苘 空间, 而 g(x,y) 美 于 有 反 自 同 攀 ww 习 8& 大 一 个 
墓 退 化 的 厄 米 特 纯 是 模 。 我 们 已 知 , 如 并 马 是 筑 的 一 个 半 宏 间 ， 
七 不 是 迷 疝 的 , 闽 训 SS 站 人 + 二 0. 出 每 分解 般 二 5 四 5+， 我 们 也 
痢 明 的 理 诊 的 基本 颖 果 是 下 面 的 定 融 : 

威 特 定理 加 果 名 | 与 S， 是 非 普 向 的 而 且 是 ge 等 价 的 ， 划 
人 St 与 St 是 g 等 价 的 ? 

证 ”我们 还 明 关 于 出 ms 一 1 时 的 结 只 就 够 了 ;这 了 内 为 .如果 


1 站 等 对 于 特征 数 地 2 的 坡 卡 夺 称 名 和 昔 积 证 明 这 个 缠 困 , 声 在 教学 厅 志 (Journa, 
和 gf Math), 若 0601937)， 帆 斩 CB) 维 广 到 特征 数 手 ? 的 除 环 情形 , 贡 在 
美 束 至 会 证 报 Bullet:n Ie. Math. Soc.)， 管 3LC19457， 在 当前 讨论 里 ， 
斐 们 只 候 定 公理 5 成立， 谍 首 到 相 大 吾 卡 浦 兰 是 扰 角 让 光世 闯 空间 天 约 形式 
(Pormy in infinite Gimebnstuoni spacesy 载 在 巴 吓 科学 院 纪 让、 naiy 和 ad 
Baasi 黎 32 【155 个 ， 第 1 一 7 页 臣 特 定 坦 在 对 于 特征 数 2 的 城 上 可 称 费 草 
积 下 成 立 《 参 大 地) 


了 4 


已 知 这 个 情形 , 基 可 就 Jim 久 i 使 用 归 村 法 如 次 。， 往 61 里 叱 一 个 向 
量 坟 使 [aij 不 是 棕 向 的 ( 涯 理 3 的 引 理 ) ,于 是 5 二 [zj 图 册 ， 这 
里 机 fm]Jt， 使 用 1 与 全 :前 等 价 性 , 则 可 每 ,二 [xs] 名 半 , 这 
里 计 C [ea [al 与 [mz] 是 等 价 的 , 井 且 贡 与 测 是 等 价 的 ,于 果 ， 
[T= 二 二 儿 Sf 与 [zjt 二 出国 在 一 个 变 挽 U 下 是 等 价 移 ， 上 所 
以 , [ma] + 二 轴 人 DS+ 二 0BSLU， 但 访 与 山 U 是 等 价 航 ,而 iD 
与 早 避 基 正 变 前 . 因为 dm 二 dm 台 而 名 不 是 法 向 的 , 故 可 
设 StU 与 名 是 等 价 的 ， 由 此 可 推 知 , Sl 与 恒星 么 价 的 . 

其 次 要 裔 的 是 ， 人 S| 二 [1] 而 dim 禹 是 任意 的 这 个 情形 可 由 
$$, = [ 吉 ] 而 dim R 二 2 的 特殊 情形 演 炽 田 ， 故 设 已 知 特 殊 酝 形 的 
辐 果 ， 分 乌 = [az] 与 [sm] 等 价 ， 则 得 分 解 各 = fo] 全 [+ 二 
[wz1 DB [sz] 并 且 Cr 一 让 人 2 如 时 [wz 是 一 级 ， 嘎 [ 
[ai 一 [2 革 , 而 定理 成 交 。 于 基 , 圾 dim[m,wz] 一 2， 党 考虑 这 
信 密 间 不 是 迷 向 疝 人 情形 ， 此 时 ， 

R= [uyin] Dla, 2) + 
(391 = [nl Maya] NN a] Bf, 1+ 
[ial BC [rs wad [a] DB Lay sm], 
主 是 ,由 dim 和 R 二 2 的 情形 ， [aa [za 与 [ama] 0 [zz 是 等 
价 的 ( 郑 寺 先王 [mo )。 故 由 0439) 香 
[zt 三 《fa mn [el) 旨 [aza]+ 


中 


与 
[wl = Car 站 [四 [as 

是 入- 等 价 的 ， 次 考虑 [Lamz] 莽 过 向 的 情形 ， 汗 时 这 个 空间 里 有 

一 个 向 基点 天 0 使 gw sw) 二 0 二 g(tw, #2)。， 在 条 里 可 求 :一 个 

上 使 gwyt) 天 0 于 是 [msmwzyztj] 电 8 美 于 基 (zw,wist) 的 隙 是 


0 0 gle,t) 
0 East 水 
人 玉 党 


最 然 这 个 陈 的 行 向 量 是 线性 无 关 的 ;所 以 随 是 湛 秩 的 , 幸 且 [a， 
zz3t] 不 是 迷 同 的 ， 秆 是 ， 
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R= Pw] Bt, w+ 

= Lad PDE, sit] N [a BL ,t+ 

= [ae] Bm, wt] NN [Lea] BD Li ee #l-. 
收 呈 顷 部 [au 加 可 站 [与 weoe 站 [+ 上 是 等 价 的 就 爹 了 ， 但 
窟 位 部 是 非 迷 向 移 二 攻 和 宕 基 ,而 合 有 :一 个 六 向 的 一 维 子 从 昌 [ww] ， 
在 这 种 类 到 的 实时 里 常 可 逃生 . 个 其 使 关于 这 个 基 是 |! ;|. 
友 病 这 再 实 ,过 让 4 他 gw,q) 二 1 二 glqyw); 井 且 谷 x 二 yg 十 
hw。， 村 是， 还 有 gs,w) 二 1 二 glw,s), 而 pg(z,2) = gl, 4) 
十 二 记 直 公 理 S$， 牧 全 下 选 人 使 g(x,2) 一 0， 这 就 得 蝶 所 要 
形状 的 阵 。 茸 此 条 1asa 划 站 [+ 与 Lay: 可 站 [oo 上 是 靠 价 的 ， 
这 就 完 咸 了 轨 缚 到 dim 质 = 2，dim 5, = 1 情形 疯 化 简 . 

最 后 车 碟 这 个 特 号 情形 。 这 里 要 让 的 短 果 等 价 于 向: 和 如果 注 
秩 的 对 角 厄 米 特 轩 {a,B} 与 {x,BB} 是 同步 的 , 剧 元 素 Bi 与 记 是 同 
步 的 ， 全 Cp) 大 -个 往 获 便 使 

、 PLD eo Ail iey 
人 
如 时 入 是 可 变换 前 ,由 类 行列 式 待 忆 = BR 这 里 g 二 de 攻 内 门 ， 
注 就 址 所 要 的 辐 果 ， 在 -一般 情形 ， 我 伍 槛 由 阵 的 关东 和 葵 出 的 条 件 
直接 作 处 理 ， 这 些 条 件 旦 


《417 Patecpal 十 puBit: = a, 
42) Hu 十 LB 一 0 一 Mao pn 十 La En, 
(C143) Pao la + poBiph = B, 


如 时 pu 二 6, 因为 py 天 0; 睹 由 (42) 得 jw = 二 0， 于是; w 二 mB 
2 而 局 二 pagHn， 由 这 些 光 邓 可 推 得 名 与 B; 是 同步 的 , 
鼓 设 ju 天 0， 于 是 ,由 542) 得 
ofa = 一 后 TB 
Ha = — po lap oT, 
故 册 (437 得 
pA Bpuin eo pn ap 二 BOR = B, 
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及 成 馈 与 Bip a i wa 十 B! 是 辐 些 徇 ， 汽 位 还 到 证 拉 当 元 
夷 与 让 是 同步 的 ， 权 达到 这 个 日 的 ; 诚 解 
(44) (1 + Blté un)Bl + Fg paB) 

一 局 Farer pi pnB + 月 


如 景 

(C45) EFF Ep = Cpnalin)!, 

则 可 潇 足 .上 而 方程 ， 从 (4 请 出 psp 代入 (45) 得 
(46) 合十 台 十 Sa pu = Caepu), 


如 果 pi 一 有 146) 化 为 站 十 二 一 (aa 语 站 由 有 公理 $ 知 这 是 可 
解 的 ， 如 果 pu 尖 1, 作 代 换 二 三 六 5 基点? 左 彝 及 以 下 右 乘 ,得 


《47) y+ 有 + am pain) = 了 ia 到， 
次 以 三 训 十 tepl 代入 ,得 
C48) Cpnaid) CE 一 区 


今 让 二 一 x 雇 ; 能 活 合 (48): 所 以 区 一 (pa 一 op { 珍 不 时 0) 活 合 
(47)。 于 下 和 三 四 通 台 (46)， 走 (44) 成 立 和 而 声 与 记 二 二 步 的 ， 
这 就 洛克 了 证 其 

合 品 是 外 简 宙 自身 上 的 一 个 1 一 1 弹性 变换 ,如 果 对 于 民品 每 
对 向 车 #,ysatx0,y0) 二 #9) 成 立 ; 央 品川 秘闻 单 式 王 询 。， 这 个 
条 件 显 然 与 要 求 UU 二 1 等 价 , 辽 里 是 己 关 于 未 量 积 的 折 转 ， 
仿 形 设 S 与 扣 是 非 迷 向 人 空间, 定价 中 g- 等 价 的 , 井 且 分 时 是 名 
到 Ex 上 的 -- :个 g- 徐 价 ， 由 威 竺 定 塌 可 发 St 璋 人 二 的 一 个 答 价 
N， 因 为 自 二 SJBST, 仁 音 向 进 * 可 有 -一 个 办 法 而 且 只 有 -个 三 
法 写成 # 十 vz, 这 里 4 而 v ESt， 汗 范 , 上 及 昭 Ux 一 cM 十 wy 
是 器 到 它 自 向. 上 的 “个 1 一 1 线性 栾 所， 再 则 ,合用 xd EGG 及 
zN € St 的 事实 ,我 男 可 自持 验 菠 台 是 6 单 式 变 措 ” 在 了 空间 名 
上 ;卫星 乓 与 答 定 的 等 阶 好 重合 ， 故 知 共 感人 插 定理 下 必 评 : 非 迷 向 
子 空 间 之 半 和 前 任意 ge- 等 价 可 扩张 为 一 个 g- 单 式 下 的。 我 们 今 将 
证 朋 这 个 生 果 对 陡 息 的 迷 向 于 窒 时 也 主 腹 立 的 ， 

先 考虑 各 的 -一个 尾 意 玉 闵 央 全 ， 如果 x* 夸 筑 时 任意 向 在 ,出 
己 到 各 内 的 上 且 归 yy gly yt 是 -个 秀 性 男 数 ， 我 体 员 证 
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这 样 所 得 的 线性 图 数 充满 名 的 其 痢 窗 关 台 和 所 以 ,如 时 《02 
yo 是 皇 的 他 童 基 , 则 可 冰 一 个 向 量 o, 使 

(49) ECybep = glyisw) = O07 > 1), 

今 贷 所 是 迷 向 的 ,而 Cy15yzy "5) 是 瑟 的 根 空间 的 -一 个 共 , 则 可 
取向 量 vw 司 (49) 之 外 还 有 以 oo) 二 0; 这 可 由 用 于 威 特 定理 的 
证 明星 的 葡 芷 得 肌 ， 所 以 ,如 果 呈 不 与 它 自 身 正 变 , 风 可 用 十 
hi 代 赤 这 个 徊 量 , 而 选取 使 人 十 4 十 ea 一 4 然后 用 权 
表示 这 个 痢 向 量 ， 

邻 空间 [yw1] 是 贡 的 一 个 二 稚 莫 迷 向 子 空间 , 所 以 各 二 1 
vB [yy 
ym] 侈 根 完 间 亿 是 显然 拘 ， 所 以 ,我 们 可 对 于 vb 使 用 风 负 法 米 迁 明 
能 使 


gy =1 人 一 于 2 0) 
《5S07 ezyo 门 二 0 《其 余 情 形 )， 

gvv#) 一 0 【六 下 一 142 3) 
的 向 是 欣 合 (aityoz ye) 的 存在 ， 我 们 易 知 , 癌 量 (wm za oo 
是 线性 泥 半 的， 并且 空间 加 二 [me yo] 是 全 迷 疝 的 , 适合 
NS =0. 在 全 十 3 里 中 小 于 基 (yayyay -msglsoay 0) 
的 障 是 


:1 
D 0 | “i, 
| 1 
SL 
(51) 0 B 0 了 
1 
机 0 ! 0 
1 | 


这 里 如 是 关于 (yy 的 阵 ， 因 为 [yb 加 是 瑟 的 根室 
间 , 所 以 B 是 满 牧 陨 ， 于 丰 ,(51) 是 满 秩 阵 , 从 而 瑟 十 名 不 是 迷 疝 
的 , 


1) 大 看 习题 19 的 第 2 晒 。 


+t48， 


全 全 蕊 是 怠 ( 到 民品 上 的 一 个 等 价 ; 显 全 [P DC] 是 避让 
的 祖 袜 间 ， 所 以 可 找到 问 量 集合 (51, 吉 ，,… 加) 使 
gCyti 0) = 1 C= 1,2,*,Y), 
glyiDU,5V7) 二 0 (其 余 情 形 )， 
RD 二 0 (jj 让 二 1,2,. 2) 
思 然 把 zj; 频 到 wi 日 花 全 上 上 与 UU 重 合 的 线性 变换 是 5 十 加 的 一 个 
等 价 ， 央 海 S 写 十 名 不 是 尝 向 的 ,所 以 这 个 上 映照 可 扩张 沥 -一 个 g 单 
式 变 换 ， 因 此 我 们 把 下 面 的 定理 证 肯 了 ， 
定理 8. 搞 的 一 个 二 空山 的 在意 8 等 价 可 扩张 为 只 里 一 个 
二 音 式 党 换 ". 
如 果 对 于 商 里 每 个 《天 0 有 g(x,x) 天 0 册 厄 米 特 芳 晤 积 钊 
做 念 正 则 的 ， 这 等 价 于 谣 : 先 的 每 个 旬 辟 子 罕 朋 不 是 迷 向 的 所 
以 ,如果 #8 是 全 正 央 的 ,并 且 人 S 是 任 窟 六 窒 间 , 剧 民 == 全 名 St， 售 
将 蒲 阴 : 后 米 特 不 的 同步 性 背 题 可 化 简 为 相 伸 的 纯 量 积 是 全 正则 
的 情形 栾 讨论. 
合 各 是 吕 前 一 个 极 大 的 全 迷 疝 子 宗 亲 , 亦 序 它 不 能 能 大 校 大 
的 这 类 型 子 空 间 颗 ， 宙 三 [yty ?oj 这 里 y; 是 缠 性 无 关 的 ， 
我 们 如 前 决定 一 个 全 迷 向 空间 田 = [yz2… yw] 使 半 = 总 十 再 一 
全 外, 并 且 便 有 基于 关 的 基 (oo 9) 的 阵 是 


| 1 
0 " 。 
(52) — 


因为 全 是 一 个 极 大 的 全 迷 向 子 空间 , 拉 且 和 = 司 国 和 四 入 ,所 以 
在 尖 里 是 金正 是 胸 ， 我 们 可 渤 育 贡 的 一 个 基 , 体 #8 的 阵 的 形状 是 


1) 过 着 炙 们 当 业 (Dicudonne) 普 半 本 量 型 {5ur Le Groupbes Classiqy=:s)， 
第 地 页 ， 
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0 、 | 
1 
1 
(53) 一 ，, 0 0 3 
1 一 
0 D B 


这 里 如 是 8 在 3 里 前 阵 ， 喜 任 瑟 厄 米 特 随 与 一 个 形状 如 (537 的 
障 是 同步 的 ,其 中 8 蚌 爹 正则 陆 块 《 灾 序 , 相 健 的 祁 量 积 是 全 正剧 
的 ), 

反 过 来 ， 训 有 8 的 任意 潭 的 形状 如 (G5), 其 中 B 是 全 正如 的。 
人 Cy 291 -wn】 感 一 个 基 裔 使 8 关于 这 个 
基 的 陈 是 答 定 的 阵 C53), 基 人 S 二 [yy] 灶 全 迷 向 的 ， 还 有 号 
是 极 大 全 迷 癌 的 ; 入 因为， 如 果 有 -一个 更 大 的 全 迷 向 子 实 冶 舍 有 
5, 刚 第 命 有 形状 如 wv 十 x 的 一 个 非 去 向 量 ,这 里 w€ [mm ,vr] 
而 gz € [za ay]， 于 是 ,gfz 十 zz 十 as) 一 gss) 二 0, 
z 二 0， 如 果 "= 于 yi;w7， 则 glyyy2) 二 yi。 所 以 岂 有 wv 二 0, 这 
与 vg 十 x 闪 0 半 盾 , 

在 这 里 我 俩 要 就 : 形状 如 (53) 的 两 个 阵 ( 其 中 B 是 全 正 惠 的 ) 
是 同步 的 必须 而 且 呈 须 阵 上 5 是 同步 的 , “只 有 顷 ” 部 分 是 朋 显 的 , 而 
前 近 的 讨 答 指 卓 这 “必须 "部 分 等 价 于 家， 如 同上 而 由 -个 慨 大 的 
全 汪 疝 子 空 间 名 所 决定 的 容 闻 六 是 g- 等 价 的 . 

我 倍 先 考察 任意 两 淮 极 天 的 全 迷 向 子 襟 间 有 祖 同 稚 数 ， 璧 
如 合 名 | 与 5 是 这 个 类 型 的 子 空 间 ， 着 识 dim S; 之 dim 5;， 央 可 
求 得 551 的- - 修 子 空间 也 使 dimii 一 dim 5;， 因 为 山 和 与 久 ， 名 是 全 
迷 向 阅 ， 欧 吕 天 二 ,上 的 任意 1-1 芒 性 变换 是 一 个 二 等 价 ; 有 所 以 
宅 可 扩张 为 一 个 单 式 灾 换 U， 于 是 ，S1U 是 全 迷 癌 的 , 芽 且 含有 
机 U6, 由 的 极 大 性 就 可 挫 得 出 二 1, 并且 dim Si 二 dim SS,, 

他人 到 ;== [yi 一 1,2), 并 决定 各 一 [v7 …-…， 
xz 外] 如 前 ,使 8 在 读 二 6; 十 3; 里 的 阵 是 (52)， 则 关 与 和 大 g- 
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等 价 的 ;于 是 , 儿 与 说 也 是 扩 等 从 的 ， 故 建立 了 下 面 的 定理 ， 

定理 9.。 任意 满 获 厄 米 竺 位 必 号 一 个 (53) 形状 的 阵 是 岗 步 
的 ,其 中 十 色 正则 的 ;(53) 开 固 的 丽 沾 伴 ( 其 中 户 十 金正 则 的 ) 是 
同步 的 必须 而 县 只 须 子 但 是 同步 的 ， 

险 B 的 行 硫 州 数 是 同步 类 的 一 个 不 变数 ， 这 个 数目 县 空间 尖 
的 蕉 数 ,并 且 也 大 # 一 2?， 这 里 上 是 关于 8 的 全 遂 向 子 空间 的 极 
大 很 数 ， 这 个 非 贫 整数 叫做 的 或 相 伸 阵 的 威 特 符号 差 ， 我 们 知 
溢 ?， 对 于 实数 域 上 对 性 了 ,或 者 对 于 复数 域 或 实 四 雅 数 上 厄 米 特 
务 , 威 特 符号 蔗 是 前 此 定义 的 普通 符号 痉 的 燃 对 值 , 


型 是 45 


1， 莫 四 前 出 关 于 符号 汰 的 命 时， 

2， 如 时 是 一 个 突 缚 非 肖 化 的 拖 基 积 , 则 能 驶 使 g(x5,yS》 一 g(x,y) 的 负 的 一 
个 1 一 1 贸 竹 变换 5 是 备 炉 对 变 欣 ”. 耻 明 定 班 8 的 类 似 定理 ; 外 的 ~ 个子 科 半 的 寿 总 
-等 价 可 扩张 为 一 个 才 对 变换 ， 


*12, 非 窑 竺 图 称 形式 ”最 后 收 8(x 门 是 一 个 兰 称 得 量 积 ,但 
不 是 缔 错 的 ,出 下 有 竺 征 数 2, 而 g(x,y) 也 可 看 作对 称 的 ， 振 央 我 
位 已 知 , 妇 | 展 {eles " en) 起 R 的 一 个 基 , 则 有 某 些 合 gepez) 
天 0. 他 将 证 : 我 们 能 逃 取 员 的 一 个 基 {113 12, My S13 ""* 
zs-r) 使 由 这 个 基 决 定 的 陈 臣 

{8B,,B,, "B00 ,0}, 
这 里 及 夭 0， 显 然 可 选取 和 使 playu1) 三 包头 0， 今 融 已 栈 淹 
zlsa 和 司 glwywp) 二 而 Bi, 这 里 包头 0。 如 同 在 定理 3 的 
项 明 里 ,我 人 科 可 家 和 一 人 @( 鱼 和 RFh, 这 里 Sx 二 [zz ' m4] 而 
Six ESG 荔 果 在 Fi 里 g(x,y) 恒 等 于 0, 刚 命 站 三 ,并 于 和 Fa 
里 选取 一 个 大 Cz,z29' zg-r)， 如 果 g(x,y) 在 只 Fa 里 不 是 交 钳 
的 , 划 在 这 个 子 空间 时 可 选取 -个 向 量 wn 使 gg Carisurr1) 二 
pz 关 0， 然 后 就 这 此 十 上 个 # 掉 复 上 面 的 花 息 ， 我 们 还 要 垃 虑 


1) 去 看 -上 面 ?时 谨 的 管 工 昨 ， 
区 相形 育才 里 时 非 术 变 撤 ”一 友和 共 法 ， 
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&tz 人 在 9 星 不 恢 等 于 0 着 卫 是 多 错 的 情形 ， 此 时 可 求 得 贾 个 
纯 性 无 美的 向量 sw 全 

glyp) = 0= gw wh gto ww) 二 1 一 zt) 
仿 侣 * 一 wt,B 二 有 ,并且 潜 虚 三 约 突 间 fw,w,w] 里 的 入 攻 积 ， 使 
用 该 些 向 曹 为 基 , 征 障 


B 0 0 
0 0 ， 
0 1 0 | 


所 以 ,如果 y= 二 Bx 十 gv 十 Cw 及 六 二 Ew 十 Ww 十 六 吉 ， 则 
By ) 二 BEE + pe 十 ww， 于是, 下面 的 向 旦 
ww 十， 
y=n + Bw, 
a= 十 七 Biw. 
是 丙 两 正 变 , 知 且 适合 gCyi,y;) 二 及 获知 ,如 果 用 yi 代替 原来 的 
as 杖 把 这 个 癌 量 仍旧 由 戏 wy 刚 #1y yy 一 J 二 
适合 gfeazyai) 二 GijB;, 这 里 B 于 0， 这 证 骨 了 以 下 定 更 ， 
定理 10、 如 果 外 有 特 徽 数 2, 而 g(x,y) 是 面 上 贸 里 -- 小 非 
交错 对 称 郁 鞋 猴 , 划 肖 有 一 个 基 在 在 ,关于 这 个 基 , gCx,y) 的 障 是 
一 个 对 外 和 阵 n 
用 于 让 时 前 定期 的 论证 指出 : 阵 


1 0 0 1 4 0 
0 1 3 0 0 
0 1 0 DD 1 


是 同步 的 。 另 ~ 方面 , 获 些 子 阵 

1) 在 这 个 定理 里 答 出 的 典 猩 展 式 旦 将 用 葬 ， 因 为 它 条 化 下 征 数 了 的 怒 上 对 称 阵 
的 了 计 等 ， 在 特征 数 2 的 请 形 ,对 称 刍 最 各 的 己 允 儿 休 方 面 寺 喉 管 夭 次 佑 当 灿 车 的 关 
于 旧型 和 的 第 纪 页 上 指出 ， 
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不 是 同步 的 ， 这 些 观察 指出 : 威 特定 现在 特征 数 为 2 的 悄 形 不 成 
立 。 


本 下 本 3 


第 大 章 
欧 几 里 得 空间 及 单 式 空间 


我 由 在 本 管 的 开 端 介 指 出 欧 几 里 得 几何 学 是 葵 滤 一 个 实 问 量 
空间 关于 策 量 积 之 69 的 研究 ,而 纯 量 积 是 通过 五 相 正 误 的 东单 
1 


位 向 量 把 x,y 列 轩 如 x 二 2&z 3 二 Byan 所 决定 的 。 因为 这 个 
缠 量 积 是 固定 的 , 习惯 上 就 只 用 (x, y) 这 表示 ， 坟 代替 前 章 里 的 
glx y)。， (xs 了) 的 几何 莉 义 是 显然 的 。 比 葵 出 * 及 > 间 夹 角 的 
余 臣 与 这 两 个 向 量 的 长 度 的 积 。* 的 长 度 也 可 由 和 纯 基 积 列 出 , 朗 
|x| = (x, x)3, 

从 当前 台 点 来 识 ，(*,，y) 的 特 生 性 盾 是 : 这 个 图 数 是 正定 的 ， 
琳 即 对 于 所 有 x0,{x, *) > 0， 事 实 上 , 近 时 常 抬 欧 几 里 得 几何 
学 公理 化 如 次 ， 酸 先是 实数 域 上 有 有 限 稚 向 量 空间 ,大 在 英里 取 一 
个 正定 的 对 称 稍 量 积 (x yy) ,外 -上 空间 裤 并 这 个 基本 和 纯 量 积 构成 吏 
儿 里 得 等 出 . 污 此 ,我 俩 定义 与 欧 几 里 得 空间 相 类 似 的 复 罕 间 为 
复数 域 上 一 个 癌 盐 空间， 并 在 这 个 空 阳 里 取 一 个 正定 的 顾 米 特 王 
量 积 ， 我 全 在 本 总 里 研究 这 些 空间 的 性 质 及 在 这 些 空间 里 某 些 特 
玖 类 型 的 绫 性 变换 的 性 持 ， 我 柯 还 简单 地 论述 种 (或 线性 变换 ) 的 
分 析 画 数 的 理论 ， 

1. 苗 卡 儿 若 分 外 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , 亦 即 涡 是 实数 域名 
上 下 一 个 z 亲 向 量 空间 ,并 在 其 中 定义 一 个 正定 的 对 称 纯 贡 积 (x,y)。 
-所 以 ,这 个 实 值 画 数 的 极 本 性 慎 是 

(x1 十 #2 yy) 一 【xl 7) 十 《xz yy 
(xy 1 十 ?2 一 (xy 人 二 《xz 92), 

(2) (ar, y) = oars y) = (x, wy), 


(C1) 
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(3) {x,y) = (ys ¥), 
(4) (rz) > 人 《如果 x 地 0)., 
但 我 们 知道 ,如 果 (x，?) 基 实 向 盐 袜 间 里 任 音 对称 租 量 积 , 天 有 -一 
个 基 (zy tw， #1 存在 使 (ai ty) 二 广 只 ;这 里 应 基 1， 一 1， 
或 0， 如果 (yy y) 是 正定 的 ,显然 每 个 应 = I， 鼓 知 员 存在 有 一 
个 基 (my wz，*……, ttn) 使 
《9 Cus #1) 一 人 
所 以 ,如 果 x 二 工 上 wy 二 之 Wir， 基 得 和 通常 的 
《xy y) 一 Es, 

适合 (57 的 基 时 做 欧 几 里 得 察 疝 的 稍 卡 儿 基 , 拉 格 兰 日 的 决定 
这 样 一 个 基 的 方法 可 容许 作 某 些 改进 如 次 ， 合 Keiy ea em 是 
(的 任意 一 个 基 , 央 (el e1) > 0， 所 以 , 如果 二 (el, ee， 
多 《my za) 一 1， 穴 应 用 拉 格 兰 日 的 化 简 法 ,并 命 

太一 ea 一 《ea ni), 
刷 (， 1) 一 (e2, zi) 一 《ez Di 1 二 0. 所 以 机 及 三 一 (fs, 
包公 万 泛 售 
{#1 81) 一 上 一 (3 Ma), 《al rz) 一 0 一 {2, KW1), 

仿 病 信和 经 决定 了 Cian, ty 48) 使 bri, a = 61。 证 且 在 

下 时 [a oa 本 一 [机 ea eei。 合 
有 +1 = ERHI 一 《el HH 一 《全 古寺 HI) KH2 “(etrls HR HR 

天 (pas ai 二 0G 二 12， 矶 。， 所 以 ,和 如果 命 wxrl 二 《ftris 
fn) freris 则 (x Nay "a R41) 适合 对 于 (sa Wy "3 zz 所 
襄 的 条 件 。 重复 这 全 方 证 看 利得 出 咒 的 笛 卡 儿 装 为 止 ， 上 面 答 
出 的 “ 正 交 化 " 基 Cel, ez，'…, es) 的 方法 常 叶 做 EE. 玻 密 特 的 正 灾 

这 里 值得 一 担 的 基 : (mm) nz， Hw) 美 于 (ey ea， ew) 
指 陈 是 兰 角 阵 ; 该 因为，[ma ta 和 二 [eis ea cei 所 
以 wi 是 ei 的 弹性 相合 ,这 里 1 裤 因此 ,站 一 之 Tiets 而 #4 关 
于 < 的 阵 是 
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如 果 (8) 是 《x,y) 关于 原来 旭 定 的 基 (el ez es) 的 隙 ， 则 
知 Crs ma at 的 陈 是 (rr 。 另 一 态 而 ,由 (5) 拓 后 者 
的 有限 应 该 是 恒 等 限 ; 浙 以 有 (C7)CrY 一 工 () 的 逆 阵 (zy) 岂 是 三 角 
阵 与 (fr) 的 形状 租 章 , 并 且 (8) 二 (pC) 。， 这 就 证 明了 下 面 询 定 
埋 . 

定理 1， 寺 (8) 是 一 个 正定 的 对 科 郁 莉 蒜 的 障 ， 期 有 一 人 本 三 
角 重 (7) 存在 使 (B) 一 (Go 

仿 韩 述 笛 卡 儿 基 与 阵 之 间 的 关系 。 全 (oo 是 一 定 
船 笛 到 儿 夫 ， 如 果 (my ma es) 是 另 一 个 这 和 样 的 基 : 则 [xy 
关于 这 两 个 基 前 陈 基 1， 所以， 如 黑人 是 (ay ty， gp) 关于 
《ap 0 2) 的 障 , 则 (execy = 1。 适合 条 件 
《71 fs)fz) 一 1 
的 阵 虹 做 正 交 陆 ， 反 过 来 ,如 果 (o) 量 尾 意 证 交 阵 ,而 wi 二 写 gijwi， 
天 (x, y) 美 于 (my tz， …; wy) 的 阵 是 (ec)1 (o) = 1 所 以 , 这 
些 # 构成 一 个 箔 尺 儿 基 .， 玻 知 , 如 黑 已 知 一 个 饭 卡 几 基 ,上 肌 记 有 其 
他 笛 卡 儿 基 可 由 施用 正 交 阵 于 这 个 基 而 得 出 。 礁 箔 卡 儿 蕊 与 正 交 
阵 之 菏 有 一 个 1 一 ] 对 应 . 

如 果 (z) 是 正 变 陆 ,出 (det (9) 二 1; 上 所以, det (g) 一 
如果 det(c) = 上 就 入 Co) 是 闹 正 交 陈 ; 否 旭 表 (oo) 让 
正 交 陈 构成 天 2(@,， 4) 的 一 个 子 便 0CV, n) 是 窒 易 验证 的 扶正 
效 阵 在 DfB8, ”) 里 构成 一 个 不 变 子 使 00G, ,而 0 在 0 时 的 上 指 
标 是 2， 

如 时 两 个 笛 卡 儿 基 由 -~ 个 半 正 实 隧 联系 着 ， 央 说 这 两 个 基 有 
同 定向 ; 如 果 是 由 假 正 变 际 联 系 著 , 划 嫩 它 后 有 有 反 定 向 ， 于 大 ， 管 
卡 儿 其 对 于 一个 特殊 笛 卡 儿 世 可 分 为 互 不 相 容 的 两 类 ， 就 是 与 这 
全 特殊 些 同 定向 虽 反 定向 是 类 ， 收 亚 一 个 向 量 的 符 导 或 施 奇 排 刻 
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于 各 向 量 妈 改变 了 定向 ， 

再 设 (ei, ea ……'，em 中 是 任意 基 ,符合 (Y ) 是 这 个 基 关 于 笛 卡 
儿 尖 {gga9 ;vm) 的 阵 ， 因 为 这 些 e 构成 一 个 任 痊 莫 , 所 以 隆 
《7 ) 大 工 (名, #2) 里 .一 个 任意 陈 ， 析 我 徊 已 知 有 一 个 前 卡 几 基 (a， 
za #6) 存在 , 它 关 于 (eis ez ; #5) 的 阱 是 一 个 三 角 陆 (7); 
所 以 (Ca yy 于 的 革 共 积 (r) (Cy). 
因为 《ay 2; ;taj 是 笛 - 卡 儿 基 , 所 以 (7)(Y) = (a) 是 正 交 阵 . 
点 导 下 面 的 秆 理 ， 

定理 2 如果 (y) EL(D, wm), 玉里 全 是 实 妆 域 ， 用 (Y) 可 分 
和 解 鸭 Cv)to), 这 里 (v) 是 二 角 障 ,而 (a) 是 开交 阵 ， 


下 题 47 
1. 胆 吉 : 宇 惠 2 里 的 阵 (1 可 取 为 有 正 对 角 元 崇 的 阵 ， 焉 明 : 如 果 这 样 正规 化 
后 , 则 CV) 与 (9) 可 由 (7) 哮 一 决定 . 
2， 分 解 


0 2 0 1. 
为 一 个 三 舟 耻 与 一 个 正 奕 隧 的 积 ， 
3. 诅 明 : 如 果 5B) 是 正定 的 对 称 莉 蜡 积 的 笨 ， 则 det (8) > 0。 抬 这 个 精 昌 推 
广 , 用 以 证 明 《B) 的 笃 个 对 外 下 式 是 证 的 。 
4， 证 明 ; 如 果 (x, y) 是 一 个 正定 的 对 夭 秀 量 积 , 则 对 于 任 家 的 z 与 ?有 (x， 
的 扫 人 aas 地; 霸 普 明 ” 与 ”是 入 性 相关 时 ,区 等 式 成立 
5 对 于 疝 最 的 长 度 肚 明王 角形 不 等 东 : 


人 二 区 附和 人 关联 寺 (fo 罗 1a。 

2. 迷 性 变换 与 纯 县 积 如 果 4 是 和 下 上 空间 和 到 它 自 身 内 的 
一 个 线性 变换 , 则 gx y) 一 《* 好 9 是 空间 里 另 一 个 邦 量 积 ， 反 
过 粹 ,分 gtx, 纪 是 吕 里 任意 纯 量 积 ， 如 果 保 持 国定 ， 划 出 柳 
gfxyy) 是 了 的 各 性 数 。 所 以 ,也 刘 第 五 章 里 鞍 阴 移 , 负 里 有 除 
一 决定 的 向 基 x4 存在 ,使 对 于 所 有 yy; gCx, y) 一 (xd y)， 上 映照 
4 是 线性 的 ， 这 指出 : 页 到 性 意 结 量 积 可 按 上 上面 方式 使 用 一 个 线 
性 变换 4 而 从 此 本 本 量 积 (x, y) 得 出 ， 故 喘 里 条 董 积 理 论 等 价 
于 觅 里 线性 变换 是 草 ， 
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中 可 仙人 镁 大 毕 分 部 兴 下 线性 变换 的 驶 点 ， 首 先 讲 到 弹性 谈 神 
有 4 的 关于 Cx 9) 前 搬 赫 4 的 定 久 : A 是 重 下 雄性 变换 ， 它 对 于 
所 息 所 有 的 *,y 泛 合 条 任 
(8) (x yA) = (xd, y). 
适合 这 个 条 件 : 的 线性 变换 只 有 -- 个 ,而 昌 对 于 一 个 基 (m 专 ，'…*， 
xn) 【8) 可 化 为 到 个 证 程 - 

Cpiy HA 一 《ar wa) i= 1 2, ,2), 
如 果 这 个 基 关 身 卡 儿 基 : 旭 这 些 条 件 可 推 得 4 是 各 性 变换 ,， 屁 关 
于 《ae 二 ;an) 的 重 是 4 的 重 的 折 转 如果 
wiA = Parnr RK wd = PB, 


Cs #1d') = TBnla, wm) = Bi, 
CA, #8 = Deora ti) = op, 
所 以 (BY = {ay ™, 
我 全 知道 ,映照 4 一 4 的 翡 本 代数 竹 轩 是 
(4+B)Y=A+B, (48)=8B'A. 
由 (8) 及 (x,y) 欧 对 称 性 显然 还 有 
A" = A. 
3. 正 交 完 全 可 物性 ”加 果 人 是 和 黄 的 任 音 非 肛 子 实 间 , 则 (x， 
y) 是 扣 绎 非 洪 化 的 闽 量 积 ， 事 实 上 ,如 果 * 夭 0, 则 (xyo 天 0， 
由 此 知 , 全 的 正 亦 余 袜 间 Sl 是 一 个 必 的 佘 空间 , 亦 序 用 三 扣 四 
St 我 们 容易 决定 8+ 的 一 个 基 , 要 达到 这 个 目的 , 需要 有 5 
的 一 个 箔 下 儿 基 (Cam) sa py ar 这 个 基 可 和 补充 成 为 筑 的 一 个 
大, ts 于是, 玻 密 特 的 正 交 化 方法 精 山 
第 卡 儿 莽 tmi， Hiy 3 #4 ,并 重 帕 妮 St 一 [NU Hr+2s "9 Wn, 
令 训 昌 是 重 上 贡 里 线性 奕 撞 的 一 个 村 官 集合 。 和 如果 在 如下 不 
变 的 任意 子 先 问 所 的 正 这 余 空 间 人 + 在 日 下 也 是 不 变 的 , 央 昌 叶 做 
正 变 完全 可 得 的 ， 因为 团 王 瑟 遇 各 ,所 以 从 正 挛 完全 可 锡 性 星 


出 


DD 鹤 看 第 五 闽 ，$ 4 的 未 届 ， 
2) 参看 第 玉音 ,5 7。 
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元 可 慌 竺 通常 完 至 可 锡 性 ， 波 们 将 更 知 道 , 中 里 攻 客 重要 下 型 的 
线性 变换 都 具有 这 个 性 质 ， 如 果 吕 是正 奖 宛 全 可 多 的 ,出 可 把 叶 
务 解 为 基于 肌 不 变 与 不 可 鹊 指 同时 允 基 互相 正 变 的 子 室 并 的 直接 
和 筑 , 由 出 全 由 有， 上 败 全 加 ,其 关 于 人 的 一 个 不 可 车 的 不 变 
子 罕有 半 , 则 统 | 是 不 变 的 ,而 且 针 二 入 /分 卫 ,分 毅 , 是 合 于 有 昌 
前 --- 个 不 可 葛 的 不 变 池 空 障 ， 天 名 十 委 , 一 和 由 跑车 这 两 个 空 
病 基 正 交 的 于 是 ,我 们 可 写 旬 二 殷 中 和 儿 (页 十 也 )+， 这 样 
杂 炉 下 去 , 即 得 所 求 的 分 解 ， 

这 里 有 家 有 用 的 正 变 完全 可 勒 性 检验 法 ， 写 和 企划 于 下 兢 的 定 
理 , 

定理 3. 和 如果 避 是 名 性 党 换 的 任意 集合 ， 而 仿 在 日 下 是 不 沉 
的 , 划 正 变 休 下 乔 后 上 在 台 下 是 和 不光 的 ， 必 里 允 是 吕 蛙 姜 性 凯 换 
的 折 粮 的 集会 。 

就 ” 合 xE 扣 及 ESG6L， 风 对 于 如 里 任意 的 4 有 >*46 上 于 
是 {xA,y) 三 0, 大 且 还 肥 (x,y4') = 一 0 因为 这 对 于 所 有 >xE 名 
成 立 , 歼 yA'ESt 因为 Y 是 SS:+ 下 任意 向 基 , 这 道明 后 在 史 下 不 
变 . 

至 此 可 下 下 而 重要 的 和 判断 准 芭 : 

苇 ， 集合 如 是 正 交 完 健 可 执 的 ， 必 上 须 而 且 只 须 旭 与 全 有 相 
问 的 巴 鹿 子 空间 . 

4. 对 称 、 叙 称 及 正 交 生性 变换 ” 欧 几 里 行 :几何 学 里 特 踢 有趣 
的 线性 葡 换 者 下 而 几 种 类 型 : 由 条 件 4 = 4 来 定义 的 对 称 变换 ， 
由 4 二 一 4 来 定义 的 匀称 变 必 ,及 由 A4= A 来 定义 的 下 变 变 
换 ， 这 些 条 件 也 可 由 相伴 的 纯 量 积 葵 出 。 璧 如 ，4 是 对 称 的 必须 
而 且 只 须 (44, y) 是 对 称 的 ,这 是 容易 验证 的 ， 同 样 ,4 是 对 入 的 
必须 而 且 愉 有 锁 (xz4, 人 是 筑 里 对 称 和 纯音 积 ， 如 二 《中 旦 4 关于 馆 
长 儿 基 Ca mo， #57 的 阵 ， 央 4 基 对 称 (条 称 ) 的 必须 而 有 有 内 
须 (a) 是 对 称 ( 斜 妹 } 的 . 

要 知道 正 交 条 性 变换 的 几何 音义 必 须 提 到 ，(w, 9) 鞭 出 同 壤 
5 的 长 度 的 平方 ， 杀 件 A4' = 1 = 二 AA 可 推 入 
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[9) fa A) = (Cn, uA 4) 一 Tao 
王 是 ,4 保持 仔 意 向 董 的 长 度 不 变 。 今 来 起 明 赣 定理 , 亦 人 即 : 如 果 
4 是 使 每 个 向量 的 长 度 不 变 的 人 尾音 线性 变换 , 则 4 是 正 变 的 ， 这 
因为 ,如果 (9) 对 了 所 有 二 成立 , 刚 对 于 所 有 的 *， 与 y?， 

(Cx 十 3 十 3 人 一 人 十 ?oz 十 7 
展开 后 状 把 相等 的 项 销 掉 ,得 

2(xA, yA) = 2(x, y), 

上 所 以 对 于 记 有 的 x,，y,， 《x,yAA') 二 《x,y)， 因 为 (x,y) 是 非 进 
化 的 ,这 可 推 得 44 二 1. 

4 是 正 变 的 显然 必须 而 且 只 须 尼 关 于 币 卡 儿 基 的 阵 (ay 是 正 
变 的 ， 这 个 畏 果 的 另 一 个 吉 法 如 次 : 4 是正 变 的 必须 而 且 只 须 馆 
卡 儿 大 《za 2 rr) 的 变换 (md ta tad ) 是 员 的 一 
个 馆 卡 儿 基 ， 障 (a) 的 行列 式 是 1 或 一!， 在 前 一 种 情形 , (wd， 
Wn) 有 同 入 向 ， 是 时 4 财 微 条 里 

5. 对 称 及 矢 称 继 性 变换 的 典型 号 ”如 果 马 是 在 对 欧 艇 性 变 视 
要 下 不 蛮 的 一 个 也 室 间 , 则 6S 显 然 在 A' 下 是 不 变 的 .于 是 单独 由 4 
构成 后 集合 是 正 交 完 至 可 物 的 ， 故 上 所 关于 正 变 完全 可 移 的 集合 
的 诗 论 提供 求 4 的 一 个 典型 清 的 下 烈 右 法 ， 

分 * 是 轴 里 一 个 非 老 向 量 , 大分 uth) 是 中 的 指导 多 项 式 *. 
加 果 n(2) 是 pC2) 的 一 个 不 可 狗 因 子 (其 首 项 系数 是 1), 而 
Rd 人 一 Ti 加 yy 二 xw(A4) 有 指导 名 项 式 x(XY，、 因 为 重 蚌 
实数 域 ,所 以 不 可 物 多 项 让 x(%) 是 一 次 多 项 式 或 二 次 多 项 式 ， 令 
将 证 明 :， 有 4 的 对 丈 性 和 保守 x( 科 ) 是 一 次 的 ， 否 刚 ，(?，yd) 是 循环 
窗 间 fy} 的 一 个 基 , 而 这 个 共产 年 深 


(10) 4]. 


这 里 , 半 一 aX 一 上 B 二 nC4)， 另 一 方面 ,如 果 丰 1y) 里 渴 一 个 馆 卡 


1) 孝 丰 第 三 半 ，5 2， 
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儿 基 , 则 得 1 里 了 的 -个 对 称 阵 
(11) |; :| 
因为 (10) 与 411) 是 相 借 阵 , 故 
-apoioty+ et Cys — 6). 

这 个 二 诡 式 的 币 匣 式 居 

(ye) 一 dys— 人 二 (y 一 8 十 4 这 0， 
这 与 rrCi 的 不 可 特性 子 盾 . 故 估 所 全 必定 是 -一 次 的 ,因此 【人 一 
[y] 是 一 维 空间 ,而 y4 一 py. 

邻 以 长 度 为 1 的 向 量 y; 的 倍数 代 蔡 上 则 yA4 二 po 而 和 三 
p， 双 条 二 ty] 旬 [y]!+, 而 4 在 fyjj+ 里 导出 一 个 对 称 变换 ， 所 
坟 ,我 们 在 [yj+ 里 可 找 色 度 为 工 的 一 个 3 使 ?4 = 二 psys， 其 次 ， 
用 分 解 叶 == fy ya] 十 [yo 在 [yy 里 找 长 座 为 1 的 一 
个 坊 ; 使 yy 4 二 my， 我 全 知道 ,这 样 得 来 的 y; 是 下 是正 变 的 ; 故 
在 进行 称 止 时 ,就 得 到 - -个 稍 卡 儿 基 (yi ya， … -，ym)， 由 这 个 基 
所 决定 前 4 哆 阵 是 
(12) diag {PL Pas *“*» Pn), 

如 果 回 忆 到 从 一 个 入 ' 卡 儿 世 坟 滤 到 另 一 个 入 长 上 L 基 的 阵 基 - 一 个 正 
交 阵 , 则 知 下 面前 定理 是 成 立 的 . 

完 理 4。 如果 (a) 是 一 个 实 对 称 阵 , 则 有 一 椒 实 正 交 省 (ay 存 
在 使 (zje)(a) 是 一 个 对 角 阵 ， 

我 们 还 可 安排 使 Ta) 是 扶正 普 隙 ， 这 可 由 在 几 要 时 政变 入 中 
的 - -个 向 量 前 符号 而 实现 。 我 们 还 知道 典型 陈 《12) 里 的 pi 是 这 
个 限 的 特征 多 项 式 的 根 ， 所 以 , 宪 们 也 是 (a) 的 特征 多 项 式 的 要 
因此 很 凑 误 电 证 上 明了 下 碳 的 又 ， 

有 对. 实 对 称 阵 的 竺 征 根 痢 是 实 部， 

今 来 和 拨 流 获 儿 里 得 空 贿 里 斜 称 六 性 变换 的 理 神 ， 介 4 是 笠 称 
共性 变换 ,着 有 旦 与 上 面 一 样 , 全 7 是 一 个 非 替 向 攻 , 宇 的 指导 多 项 
式 量 一 个 不 可 和 狗 多 项 式 xz， 如 果 区 和 ) 是 - -次 辕 ; 剧 y4 二 py. 
于 基 ，, ply; 四 二 (yA; 让 三 一 CY; 34 二 一 py 调 这 可 扒 

.161 ， 


得 p 二 0 部 条 x 和 是 二 信也; 风 在 1 证 选 碟 -- 个 复 : 卜 于 其; 
于 是 , 符 一 个 斜 称 卫 

| 0 8 

一 3 0. 


多 而 式 = 和 是 这 个 随 的 特征 多 项 塘 ， 所 以 ,mr 人 一 时 十 全 ,流下 
8 头 0， 如 采 使 用 在 对 称 吴 照 里 用 过 前 方法 ,如 可 把 罕 间 分 解 为 吾 
相 正 变 阅 等 间 名作 二 1， 2 有 的 直接 和 ,使 每 个 全 = {yj}， 
而 y 的 最 低 多 项 六 mm(N) 是 4, 下 省 蚌 居 十 痢 的 形状 , 这 里 6; 天 
0， 我 们 可 委 排 &; 使 mC4) 一 刀 十 8 = 1 2， 有， 而 在 
> 时 mu) 一 和 如果 在 6; 里 碍 取 笛 卡 儿 基 ,而 把 这 些 基 台 秽 
起 来 ,就 得 筑 的 一 个 第 蔬 儿 基 ， 了 关于 这 个 天 的 陈 是 


| oa 1 


昌 1 
| | -_ 


C13) 


这 证 及 了 下 而 及 定理 

定理 5。 如果 (a) 荐 一 小 实 笠 称 阵 ， 则 有 一 小 实 正 交 障 (ga) 太 
在 使 (ojCo) (ea) 的 形 交 为 (13). 

如 同 对 称 陈 一样，(a) 的 典型 形式 是 由 它 前 特征 多 项 式 


上 
a TT +6, (C6; 0) 


所 完 爹 决定。 我们 还 注意 汉 , 此 时 特征 根 都 是 策 虚 数 。 


习 题 48 
1， 妇 提 


"Ia2" 


0 
(一 | 一? 2 一 2 
1: Uy 2 3| 
求 一 个 盘 正 奖 呈 30 供 £97 (92) 恰 计 = 对 站 性 ， 
2 前 蛆 : 如 吕 gx， 了 中 区 | 各 生计 因 虹 一 全 对 称 钝 如 识 ， 则 有 对 的 一 个 第 卡 
外 车 首 企 使 # 美 二 这 个 基 的 证 其 对 向 池 ， 
3 证 时 : 如 于 {2) 基 忆 项 药 - 个 实 对 称 陆 或 斜 称 限 ， 则 (oa 里 六 一 个 砷 老 的 
加- 行 对 角子 式 作 在 。 
6. 交换 的 对 称 及 斜 称 线性 变换 ”如 遇 2 证 守 扣 缆 性 变 聊 4 
的 特征 多 项 式 大 前 一 个 根 ， 划 全 y4 = py 的 向 量 Y 的 子 空间 
iure 严 0; 这 个 子 襟 间 时 做 对 应 于 4) 的 要 了 或 因子 六 一 P 的 特 
征 罕 间 ， 如 果 有 44 是 和 斜 称 的 ,而 4 是 0) 的 一 个 因子 :, 如 也 仿 此 定 
义 特 征 空 间 入 ， 大 让 的 其 下 不 可 逢 因子 的 形 拟 为 rr(i 三 大 十 全 ， 
这 里 5 地 4; 对 庶 于 这 样 一 个 辣子 ， 我 们 定义 特征 窒 册 Ro 为 使 
yx) 二 0 的 向 最} 的 至 体 ， 在 前 节 里 已 知 % A 天 0， 
如 果 BB 是 与 4 可 变换 多 伍 等 黎 性 变 挤 ,显然 B 把 4 的 每 
个 特征 襟 间 有 映 到 家 自身 内 。 这 因为 ， 由 yn = 0 蛋 然 可 扒 得 
Jat AIB = (yBYn( A) 二 05 
邻 傅 呈 是 入 性 王 换 的 -- 个 焦 合 ， 宅 具有 和 有 这样 的 性 注 : 1)8 里 
任 音 两 个 线性 变换 都 量 可 交 捧 的 ，2) 8 于 每 个 变换 或 是 对 称 的 ， 
辟 是 斜 称 的 。 要 站 定 摔 合 呈 的 遇 型 阵 , 先 兽 由 吕 蚌 一 个 不 可 和约 集 
合 的 情形 ， 我 们 发 娩 站 的 咎 时 是 下 库 的 定理 ， 
定理 6. 如 及 欧 几 里 得 空 ” 避 关于 变换 的 对 称 虑 阐 猕 继 性 风 
换 的 集合 是 予 可 执 的 ,上 dim 有 所 2 
证 .全 x 是 任意 AE8 的 汗 征 多 质 坟 移 -- 个 不 可 物 因 计 ， 
旧 4 的 特征 闵 阳 各 ,ox 关于 各 是 不 变 的 ， 上 所以, Rew 二 损 ; 因此 
x 有 二 0。 如果 甩 是 对 称 挛 黎 , 则 知 xt) = 一 pi; 页 在 这 个 情 
形 , 4 是 一 个 纯 量 环 法 ， 如 果 志 是 斜 称 枚 换 ,大 或 是 xx 二 处 ,此 
时 4 二 0; 或 是 ri 二 以 十 这 (这 时 8 天 中 此 时 玫 二 一 新 1， 
于 是 ， A" 存在 , 并 日 量 斜 称 变换 ， 所 以 ,如果 六 全集 全 里 任意 其 


1) 这 里 出 更 的 更 你 的 克 一 般 形 状 已 相 第 四 剖 的 $9 里 讨 入 过 . 


让 二 3 


| 

M= BAT= AB = (~ A BI = AY B= WM 
是 对 筝 或 换 ， 因 为 好 与 如 于 宏 个 泡 索 可 次 换 ,所 以 ,前 面 使 用 的 花 
证 指出 MM 起 - -个 纯 量 隧 法 于是, 8 一 md. 此 知 集合 8 或 是 只 由 
乞 量 乘法 构成 ， 或 且 由 穗 基 柔 法 及 这 个 集合 里 单一 妊 称 变换 4 的 
倍数 构成 。 在 般 者 情形 , 轴 约 每 个 子 答 有 关于 如是 不 变 的 ;所 以 ， 
由 轩 的 不 可 移 竹 得 dim i 二 1， 在 后 者 情形; 可 求 一 个 二 亲子 空 
于 , 蕊 关于 选 征 的 斜 称 变换 邯 是 不 变 的 ,着 且 是 不 可 用 的 ， 显然 这 
个 空间 关于 如 里 每 个 元 素 也 是 不 变 秽 ， 所 以 ,于 时 有 dim 全 一 2， 
这 就 完 碾 了 定理 上 的 姨 明 ， 

分设 昌 是 欧 几 里 得 空 斯 里 交 挤 的 对 称 或 笠 称 绞 性 谈 换 的 一 个 
任意 和 集合， 出 定理 3 的 系 显 然 知 ,对 称 及 和 余 称 线性 变换 的 每 个 集 
合 是 正 交 完 公 可 莉 稀 .由 此 准 得 : 我 合 可 训 全 一 后 由 人 四 …， 
四 5;, 这 里 名; 是 互相 正 次 的 ,并 且 关 于 上 8 是 不 可 犁 的 与 不 变 的 . 
至 目 可 应 用 定理 6 以 推出 ， 空间 Si 是 一 稚 或 二 维 的 。 青 有 好 ,定理 
6 的 施 明 指 出 : 于 称 线性 恋 换 4 是 扣 里 纯 量 乘法 , 而 冬 称 米 性 变 
换 4 是 一 个 特殊 斜 称 变换 的 倍数 ， 如 果 在 5; 里 进取 身 卡 儿 茶 , 列 
得 其 的 一 个 笛 卡 儿 基 , 8 里 折 有 4 关于 这 个 基 的 陋 都 具 


8) 
Cn (BD 
(8,) 
的 形状 ,这 里 (8B;) 是 一 行 或 二 行 纯 量 上 血 , 克 基 
[0 Br 
(15) (B) = [ 中 


就 阵 方 面 米 吉 ,我 们 的 因果 呈 下 面 的 定理 ， 
定理 7 专 中 基 可 交换 的 对 称 或 午 称 的 实 昧 的 集合 ， 央 有 一 
个 实 正 交 障 (og) 存在 使 对 于 每 个 Ca) Ew， (a)le)(o)™' 的 形状 为 
(14), 
匀 对 49 
1， 诈 明 ; 如 时 了 是 对 科 必 性 变 揽 ， 划 革 的 任意 两 个 不 辐 能 特征 详 闻 是 正 奖 的 ;和 并 


.164 。 


证 明 : 锅 是 关子 4 的 圭 征 地 雍 间 的 窟 接 和 和， 
2 部 明 : 如 困 名 是 可 实 牧 和 鬼 洋 对 称 名 药 集 台 , 央 有 一 个 实 对 称 隆 ( 丰 ) 存在 ,康生 
个 C00 EQ 基 6) 里 一 个 多 项 站 
7. 正规 及 正 交 线性 变换 ”如果 … 个 线性 变换 4 可 与 蕊 的 折 塌 
变换 变 扫 ,天 4 时 做. 生 规 矿 性 变换 这 各 野 照 的 峙 殊 情 形 巧 对称 、 


科 你 及 正 交 楼 性 变换 . 如 果 4 是 任 总 线性 变换 , 则 可 写成 


人 


这 年 二 一 > (4 + 4 ) 是 对 称 税 性 变换 ,而 C= 一 ~ (4 一 4) 是 伴 


办 拉 他 灾 换 这 种 分 解 为 对 称 与 妊 称 部 分 的 分 解法 昌 哗 _- 的 ; 交 
内 为 ,如 果 了 +C 一 下 十 Cu 这 里 站 一 甩 而 Ci 一 Ci 则 

{BC— BB) 一 《Ci 一 C)， 
因为 如 一 广 是 对 称 的 ,而 Gi 一 C 是 匀称 的 , 所 以 下 一 再 二 0 三 
C1 一 CGC， 所 以 ,我 们 可 分 加 时 B 与 C 租 4 的 对 称 部 分 与 儿 称 部分， 
现在 要 许 的 是 : 4 是 正 闪 线性 变换 必须 而 且 只 顷 日 与 C 可 交换 ,这 


因为 8 一 了 (4+40C= 了 (4 一 的 而 4 一 3+C, 人 一 


互 一 的 静 故 ， 这 个 阐明 指出 : 我 们 可 应 用 可 交换 的 对 称 股 斜 称 
绥 性 变换 求 研究 正 闪 缆 性 变换 。 使 用 这 个 方法 可 知 有 一 个 和 - 发 儿 
基 存 在 ,关于 这 个 基 B 与 C 的 阵 的 形状 是 (14)， 因 为 互 是 对 称 的 ， 
而 C 是 料 称 的 , 故 知 : 如 上 业 (高) 是 一 行 的 陈 块 , 则 和 的 利 是 全 如 
果 (8 是 两 行 的 吨 块 , 下 CC 前 足 阅 形状 号 415) ,而 下 的 自 基 纯 量 
承 ，4 = B 十 的 阵 是 的 牌 与 C 前 陋 之 和 ， 所 以 ,4 的 阵 的 形 
状 是 《14) ,这 里 每 个 (B;) 是 一行 的 或 


G0) 7 “|， 


一 妆 pi 
这 星人 天 
如 果 一 个 际 可 与 它 的 折 围 陋 交 换 , 姑 对 做 正规 陈 、 线性 变换 
4 是 正规 的 必须 而 且 只 希 几 关于 笛 卡 儿 基 的 际 是 正规 多， 故 由 上 
面 的 讨 旗 待 下面 的 定理 


» 165+ 


定理 8 如 果 (o 是 一 个 实 正规 递 ， 期 有 一 人 正 奖 障 (a) 存 在 
第 (Co)Ca)(Co)™ 的 形状 为 C14), 这 于 每 沾 (Bi) 是 一 行 的 惑 是 形 装 
如 (16) 和 的 二 行 陵 . 

最 后 叙 进 正 迹 变换 前 特殊 情形 沪 里 ~ 行 重 块 (8;) 件 荐 间 
县 了 0 使 yi4 = Biyi;. 因 为 4 不 改变 向 量 的 长 庆 ; 收 应 = 王 士 1 
又 了 在 二 维 于 深 闻 避 里 是正 变 楼 性 变换 ， 所 以 阵 瑞 016) 是正 殉 


这 就 化 为 单一 条 件 

(17) += 1. 

我 们 可 决 宪 一 个 起 入 cos0; 二 Di Sib; 二 gj; 于 在 ,1 化 为 
(18) | cost | 


— si 有 cos 下 本 


定理 9.。 每 不 实 正 诡 征 府 正 实 健 革 时 与 一 个 便 【14)》 共 弄 ,此 
哇 《Bi) 是 一 行 重 5 士 T) 或 是 形 装 (18) 的 障 ， 
于 题 多 


1. 证 骨 :一 个 正 交 终 性 变 换 基 次 的 或 弛 的 较 蛙 作 交 项 式 抑 根 一 + 的 隔 相 数 是 个 
装束 向 散 而 眉 . 

2 证明; 如 时 有 4 在 河 笋 准 必 几时 得 空 间 里 站 一 个 族 坊 , 则 名 第 wd 三 5 的 井 等 向 
昊 存在 . 

3. 广 明 ; 下 党 比 年 谈 执 的 每 个 集合 是 正 次 完全 可 钩 的 ， 

4. 诈 明 : 如 雪 口 是 正 磋 家 性 灾 换 , 兴 裔 有 -上 的 特征 报 ， 旭 5 二 (0 一 了 (0+ 
是 冬 称 恋 换 , 市 0 二 (TL 十 890 一 3)" 床 明 : 如 果 驴 是 于 讽 坊 性 变换 , 而 1 林 是 宇 
的 特种 根 , 划 3 二 《0 十 Deo 一 17 是 诈 称 灾 良 ,而 = (5 寺中 (5 一 Dt. 


8. 华 定 变 换 如 虹 一 个 黎 性 变换 4 是 对 称 的 ， 并 且 相 仲 的 对 
称 双 硬性 形式 (x4,y) 是 正定 的 , 皮 4 貌 是 还 完 变 换 ，(x4, y) 是 
正定 的 党 轧 直 说， 对 于 所 有 + 关 0， (x4, x) > 0 这 个 概念 可 稍 
加 推广 为 :如果 对 于 夺 有 *， (xd zy 3 0, 则 裔 攻 是 (于 久 向) 华 定 
变换 ， 由 这 个 定义 可 昂 : 正定 变换 是 伴 定 变换 并 日 是 | 一 1 的， 得 
定 还 应 虑 立 , 这 可 由 下面 基于 正定 性 与 中 定 性 的 利 断 淮 腹 得 出 ， 
定理 10， 对 称 党 换 4 是 正定 的 ( 半 定 的 ) 必须 而 且 只 须 昌 的 


"60" 


蛙 征 袜 剖 是 正 ( 廿 负 ) 数 ， 

站 我 们 知道 ， 页 有 一 个 馆 卡 儿 基 (yi, 人 Jp 存在 使 
每 个 y; 是 一 个 特征 向 量 , 亦 即 yi4 一 piyi, 这 里 pi 是 特征 根 ， 但 
(Cyd py pi 与 p; 同 导 . 及 以 ,和 如果 是 
正定 [下定 ) 前 ,有 则 每 个 p; 是 下 ( 非 负 ) 的 。， 友 过 来 , 改 对 于 所 有 i， 
pi 之 0K 训 0), 间 写 x = 之 &iy;, 剧 


《zx 一 (5 Siyid , > co 
一 (> Erpryis > 6 


= 2 pi 如 
1 


如 果 所 有 pi; 判 是 > 0, 其 除非 每 个 = 0 屯 几 定 > 0。 所 以 ， 
Pi > 站 保 证 了 正定 性 。， 如果 pi 字 0, 如 显然 也 有 (xzd x) 之 0, 

如 果 4 是 1 一 1 变换 ,有 0 不 是 4 前 特征 根 ， 所 以 ,如 果 4 是 
定年 的 霸 且 章 1 一 1 的 , 则 4 的 所 有 特征 要 都 晨 正 数 ; 鼓 由 定理 10 
知 : 4 是 正定 的 ， 

如 果 4 基 欧 几 扣 得 空间 里 一 个 任意 入 性 变换 ， 央 因为 (xB， 
x) 二 (xAAd x) 一 (xA, x 之 0, 吉 B 二 AA' 是 定 定 变换 ， 我 
们 还 知 : BB 与 4 有 相同 的 鹏 空间 ; 这 因为 ， 如果 4 二 0， 显然 有 
zB 二 0， 反 过 来 ,如 果 z8 = 二 0. 和 好 0 二 (xB,2) 一 (sd sd 故 
可 推 得 :4 一 0 这 个 党 阴 的 :个 推 戎 为 : 瑟 是 正定 的 必 肪 而 且 只 
须 4 是 1 一 ] 正 换 ， 

今 证 下 曾 有 用 的 精 果 : 

定理 11.。 任 塌 半 定 变换 如 有 一 个 二 定 平方 根 忆 (看 部 已 一 一 ， 
并 且 了 是 唯一 的 , 

证 决定 守 定 变换 P 使 P= B 站 不 难 的 ， 我 站 选 一 个 偿 卡 
儿 茹 Gs 各， 6) 使 918 二 psiyi, 知 且 知 祁 是 pi 0。 于 是 ， 
可 定义 P 为 使 yP = p} yi 的 入 性 变换 ， 显然 , 忆 一 六. 又 因为 P 
美 于 -一个 笛 下 儿 些 的 子 基 对 称 拘 ; 所 以 ,P 是 对 称 亚 换 。 最 后 ,内 


* dr * 


为 己 的 特征 根 p 刀 是非 鳃 的 , 放 呈 是 中 定 变换 ， 要 站 P 的 叭 一 性 ， 
可 把 好 的 特征 向 量 罚 组 ,使 为 首 二 个 特征 向量 部 是 属于 p1， 其 次 
za 个 大 征 向 量 都 是 属于 px( 拓 0 ， 仿 此 类 推 ， 我 们 还 引入 空间 

Ri 二 [yi yas ya]， 

RN, 一 [ys Patas "a pe | 3; 
剧 和 二 第 名作 … WW 《这 时 有 二 不 同 的 特征 根 的 个 数 )， 
如 果 wi 龙 各 ;里 村 意向 量 , 居然 n:8 二 pirwj， 荔 一 方面 ; 全 w= 二 机 十 
中 十 va， 这 里 ;和 RN; 是 属于 根 p; 的 任意 特征 向 量 ， 亦 亨 
uB = Pixty 刚 

pn 二 wxwB= {wt + wdB 

=wB+ mBi+**+ naB 
= tut Pata tt + pais. 

于 基 , 如 果 j 了 天 则 ww 二 90 而 sr 二 wi€ 亲 ;， 帮 知 宏 间 筑 ; 愉 其 般 
的 与 8 的 特征 根 p, 对 应 的 特征 子 空间 。 我们 已 知 , 嫉 性 变换 3B 的 
特征 子 空 间 对 了 于 与 刀 可 交换 的 企 意 酉 性 变换 C 臣 不 变 的 ， 如 果 PP 
是 任意 入 性 变换 能 使 户 = B, 则 了 P = PB, 而 和 fp CC Ri 所 以 ， 
如 果 己 是 牢 年 变换， 划 己 在 每 个 里 可 导出 -个 牢 定 变换 . 但 
我 个 可 找 得 和 的 一 个 条 卡 儿 基 (we 和 wo 人 ze 多 ) 使 Ww 及 PP 二 
Ti 多 ， 折 以 ww 一 ww 六 P? 二 yw 四， 于 是 > Y) 二 pss 而 7 一 . 
这 证 阴 :; P 在 空间 涡 ; 里 与 pg} 的 绩 量 乘法 重合 ， 所 以 , P 基 我 们 
前 此 作出 的 映照 . 


虱 sl 
1. 证 明 ; 如 果 4 是 件 音 对 称 变 换 , 它 的 和 转生 根 的 重 棚 数 是 偶数 , 旭 4 有 一 个 平 
根 ， 

2. 证 明 : 什 意 对 钦 安 换 4 有 一 个 唯一 的 对 条 立方 概 . 

9. 任 筷 经 性 变换 的 极 因子 分 解 ” 任 意 实 数 显 然 可 写 为 一 个 非 
负 实 数 与 1 或 一 1 之 积 ; 这 个 精 果 可 推广 到 欧 几 里 得 空间 里 掏 焙 
性 变换 ,如 诡 :; 

定理 12， 菊 儿 里 得 空间 星 每 个 妈 性 狠 换 A 可 写 为 钳 4 一 PD， 
这 蜂 己 是 半 定 胡 换 ,而 口 是 正 交 山 换 。， PP 是 唯一 决定 的 ,而 人 口 是 唯 
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一 的 必须 而 且 只 及 了 是 1 一 1 束 换 ， 

证 在 4 着 1 前 这 个 重要 情形 下 , 薄 明 是 较为 篇 革 的 : 所 
灸 我 个 先 普 虑 这 个 情形 ， 我们 作 正 定 变 换 吾 = 44 上 太 写 的 正定 
举 厂 很 了 了 ， 侣 口 = PT , 则 

00 = PTAAP™T 一 PP 一 PP 一 | 
这 证 朋 口 是正 变 变换 ,因为 4 = PO ,表示 式 的 存在 可 由 4 是 1 一 ! 
的 来 证 溉 ， 

在 一 般 情形 的 兽 明 的 基 克 与 前 此 相同 . 我 们 仍 定 义 B= 二 44 ， 
大 让 了 为 B 的 华 定 玫 方 和 要， 我 们 的 起 作 是 决定 一 个 正安 亚 换 口 使 
用 二 了 OQ， 我 们 污 用 xP 一 x4 定义 并 了 半 合 = RP 填空 则 总, 一 全 好 
座 的 - -个 映照 ,如 全 xP 二 yP， 则 (x 一 yjP 二 0) 故 (x 一 y)B 二 0. 
央 为 = -44 改 推 得 (z 一 四 4 二 0, 从 而 xA 二 y4， 这 指出 
-上 商 的 对 应 是 单 值 的 ， 亚 然 玫 是 线性 的 。 这 个 喘 有 照 还 保持 向 量 的 
长 度 不 变 ; 这 因为 

(xA, xrA) = (rAd , x) = (xB,*), 
而 
{xP, xP) = (xh, x) = (xB, x), 
令 4,B 及 P 有 相同 的 鹏 空 昌 ;所 以 , 旋 相 有 相同 的 秩 。 故 正 变 余 
空间 与 St 有 相同 炊 数 一 中 邻 分 《ls fa ~" "3s Hp), (Cvs Vas 
… pi 是 这 两 个 尘 章 的 笛 ' 卡 几 基 ,由 S+ 到 人 内 的 线性 变换 , 定 
抬 寺 肌 到 六 ,保持 向 量 的 长 庆 不 变 ， 喜 映照 
O; xP + Eom rdA tt To 
是 一 个 正 交 变换 , 昆 然 , xPO = *4 对 于 所 有 +， 成 立 , 页 4 = P0， 

如 果 4 二 PO, 划 44 三亚 所 以 , 卫 必 须 是 牢 定 变换 吾 二 
44 章 一 个 平方 根 。 于 是 ,了 是 唯一 的 。 如 果 了 是 1 一 1 的 , 则 
一 24 出 是 唯一 的 。 反 过 来 ,如 果 4 不 是 1 一 1 前 , 则 在 上 面 记 
法 里 庆 之 0。 旺 时 ,从 + 到 人 内 的 可 用 变换 有 多 种 选 法 ,这 就 决 
证 不 同 的 正 诡 变换 C， 这 完成 了 年 理 的 性 明 ， 

个 此 , 可 人 尾 出 因子 分 解 4 = OPi, 这 里 D, 是 正 变 变换 , 而 P， 
古 半 定 变 羽 ， 这 也 可 出 度 用 定理 12 于 A 而 导出 . 
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为 一 个 下定 阵 与 一 全 下 交管 的 积 。 

2. 新 明 ; 4 = PO 基 正 规 的 必须 听 且 只 统 20 一 OP. 

10. 单 式 几何 学 ” 单 式 几何 学 是 基于 复数 域 上 一 个 向 量 空间 
纤 连 -- 个 正定 尼 米 特 纯 景 积 《xy y) 的 研究 ， 就 出 必 点 求 广 ,这 个 
几何 学 僵 然 具有 欧 儿 里 得 几何 学 的 各 特征 ， 但 另 一 方面 由 于 寂 的 
冰 域 是 代数 于 城 ; 故 可 复 有 其 些 简 化 , 系 典 型 阵 的 理 苯 敦 此 实数 域 
情形 为 简单 . 我 们 无 需 详 绸 地 重复 上 上面 的 讨论 ,只 把 主要 的 和 精 果 
旭 出 ， 拜 且 秋 只 在 有 新 的 访 法 能 够 抬 在 欧 几 里 得 情形 下 的 证 朋 简 
化 时 于 和 花 由 证 册 . 

邻 识 重 是 复 落 域 , 而 (x, y) 是 关于 省 名 且 照 < 一 民 的 -一 个 后 
及 特 郑 虽 积 , 则 对 于 任 次 *，(*, 2 是 实数 ， 我 何 将 拒 定 (xy 力 是 
正定 的 ; 亦 郎 ,x 于 0 时 {x， = > 0。 和 由 这 个 修 定 让 挫 得 : 有 -一 个 
基 《ai mm ,ws】 存 在 ， 基 单 式 基 ， 亦 好 能 使 fw, #0) 一 人 
{iy i= 1;2,.", #), 个 二 过 渡 莉 另 一 个 单 式 基 的 陈 
(9) 是 - -个 音 式 际 ; 亦 闻 ,能 使 

ffg =1= {ee), 

这 些 阵 和 姐 成 LC ,xn) 的 单 式 子 县 U(D, 有 ), 这 里 台 是 复数 域 ， 权 
密 特 的 正 变化 万 法 仍 能 成 立 ， 有 使 我 们 能 移 把 5 工 的 所 有 精 果 铺 移 
为 当前 情形 的 畏惧 定 旭 1 的 类 似 定 理 是 : 如 果 ( 有 8) 基 正定 厄 米 特 
ee 则 《有司 全 成 Cv) Cv) 形状 ， 这 里 (>) 是 过 当 疝 怎 娄 和 


i 信介 < 下 及 亲生 

级 性 亚 换 了 的 折 转 变换 与 通常 的 定 穴 一 样 . 如 果 (o ro， 
an) 是 一 个 单 式 基 , 则 季 的 了 踢 旺 4 的 隆 的 共 旺 折 转 各 (ay7。 此 4 
基 局 米 特 变 撤 , 亦 即 4 = 4 必须 而 号 只 宕 (ao) 基 捷 米 迁 阵 : 4 是 


到 


科 厄 米 煌 班 换 ， 亦 创 4 = 一 4A, 必须 而 且 愉 人 锁 Cw) 旺 斜 王 米 特 了 细 ; 
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1 是 间 下 写 从 生 4 二 1 一 4 ,党 秆 而 且 只 注 (a) 是 单 式 阵 ; 

是 正规 变换 ， 开朗 44 ==4 4, 必须 而 日 只 天 (oa) (8) = 二 (a) (a). 
六 前 如 黑 4 是 糙 丘 米 特 变 换 ， 则 ;4 二 一切 是 厄 米 特 变 
换 . 这 因为 ， 纯 量 末 法 x 一 ax 的 折 辖 变 执 共 纯 量 乘法 x 一 x. 
所 以 x 一 ix 是 回 厄 米 特 变 换 ; 肥 因为 它 与 4 可 交换 , 获 i4 是 厄 米 
特 灾 挤 ， 因 王 , 糙 厄 米 特 亚 揽 的 理论 可 化 为 后 六 生变 换 的 理 诅 ,而 
无 镇 男人 外 讨 训 . 

今 襄 4 是 厄 米 特 变 换 , 井 分 PP 是 特征 和 多项式 说- 一 个 报 ， 分 + 
是 一 个 对 应 的 特征 向 量 , 出 

py 9) = (pyy 7 = (yA,y) = (Cy, yA) 
= (ty, py) = Cy, yp. 
因为 (y,y) 六 0, 可 推 得 p = 三 pp 是 实数 ， 我 们 把? 正规 落 以 得 使 
(yt 9 二 1 的 向 量 y, 则 也 有 ?4 = py1; 而 p 二 py， 如果 全 是 
任意 子 答 间 , 而 对 于 所 有 y&€ 全能 使 (y,y") = 二 0 的 问 量 y 构成 的 正 
变 余 座 央 部 作 6 ， 则 这 个 空间 是 全 前 一 个 余 袜 闻 ; 和 并且 ， 如 果 名 
在 4 下 不 变 , 则 人 在 4 下 是 不 变 ， 如 果 把 这 个 注解 应 用 到 5 = 
[2 肥 知 各 二 [ 苛 旨 [二 而 14E[+ 于 是 ,可 找 出 一 
个 实数 py 区 [yy]* 里 - -个 向 晤 入 使 ya4 二 pxys，。 实 写 折 == [yy， 
z] 轴 [1 j++, 而 对 [yi, 如 + 重复 这 样 哈 证， 最 后 整 得 一 个 单 式 
起 ,使 4 关于 这 个 慧 的 阵 是 
diag {ps 3 Pan}, 


这 里 p; 都 是 实数 , 

定理 13。 加 果 (a) 是 一 个 复 厄 米 特 障 ,其 有 一 个 音 式 障 (o) 存 
在 ,使 (g}y(e)(o) i 是 一 个 实 对 前 啤 ， 

对 于 全 厄 米 怕 硬 的 类 人 身 结果 显然 作成 立 ， 其 次 也 象 欧 儿 里 得 
情形 一 样 ,我 们 可 证 ;如 恰 台 基 可 完 换 的 捷 米 特 陋 及 笠 顾 米 特 陈 的 
一 个 集合 , 则 有 单一 的 单 式 卫 (o) 大 在 , 使 对 于 每 个 Cm} € wm, (og) 
《olfe) 开 是 对 角 障 ， 这 也 与 前 此 一 梯 , 导 禾 关 于 正规 附 方 面 (而 烙 
果 世 是 关于 单 式 陆 方面 ) 与 定理 13 相 度 的 定理 ,只 是 删 去 " 实 ” 字 . 
单 式 隆 拘 特征 根 的 三 尖 值 旦 1 ;这 因为 ,如 果 y4 二 py, 时 
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(ply, 7) = (yA, yA) = (Cy, 8). 
演 于 单 式 阵 的 主要 定理 ， 可 使 用 在 厄 米 特 陆 上 用 过 的 葵 诈 来 家 接 
导出 ， 袜 证 的 关键 在 于 ;如 果 旦 单 式 变 换 下 -一 个 二 蛮 子 府 瑚 , 刚 
下 交 祭 空间 全: 三 基 不 变 的 ， 

如 果 有 4 是 一 个 厄 米 特 线 性 变换 , 剧 相 件 的 双 炉 性 形式 (x4, y) 

是 厄 米 类 形式 ;这 因为 

yA,x) = (y, x4) = (rd4, y). 

项 《za zx) 对 于 在 意 的 * 是 实数 如同 在 欧 儿 理 竺 情形 ,如 时 对 
于 上 所 有 x 天 0, Cx4, x) 0 的 则 4 时 丛 正 定 ( 秆 定 ) 的 厄 米 
特 线 性 变换 。 在 欧 几时 待 情形 所 作 的 计 葵 可 以 不 用 改 变 而 移 测 当 
前 傅 形 ， 辟 如 ,我 们 可 证 :性 意 守 定 变换 有 一 个 叭 一 的 平 太 要， 也 
与 前 芹 一 样 ,这 可 用 以 建立 极 因 子 分 解 . 单 式 空间 Rg 广 变 
澳 4 可 海 成 4 二 PU, 这 里 了 荐 年 定 变换 而 上 是 单 式 交换 是 
唯 -决定 的 ， 而 已 是 唯一 的 必须 而 且 只 须 4 是 1 一 ! 变换 ， 

令 将 证 可 用 于 单 式 空 站 里 任 兰 弹性 变 泡 及 | 随 的 另 一 个 定理 ， 
这 喜 是 下 面 的 定理 ， 

定理 1， 如果 (oo 是 复元 素 的 阵 , 则 有 一 个 音 式 潮 (Ca] 存 在 使 
(Cg) (Ca)Co)” 基 三 角 阵 . 

证 ”要 诗 辽 个 定理 , 全 4 是 篇 性 变换 ， 宇 关于 某 单 式 革 (ao 
zy po 的 阵 是 烙 定 前 陈 Ca)， 加 果 pa 是 一 个 和 尾 征 要 ,如 有 一 
个 向 量 ” 存在 使 Cy,, yt 三 1; 十 且 yd 二 piy(， 我 御 可 找到 舍 有 
向 量 往 的 -个 单 式 基 (Ci yz ya)， 辐 为 yA4 二 pry, 所 以 4 
甘于 这 个 基 的 阵 基 


pl 0 .1 
(19) (BY) = Ba Pa YS” pa . 
Prl 上 nz | Purr. 


如 炬 Cp) 是 yi p29 98) 关于 《os 如 vo) 的 阵 ， 则 Cx) 
基 单 式 陈 ,而 Ceyta)tp)” 是 C19) 的 耳 《486)。 仿 可 载 有 fn 一 1 
行 太 出 的 单 式 阵 (vw) 存在 使 
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| 
[pra “ | Pr 
| 0 
唱 阵 《Fry 二 |， oy | 是 弟 式 卫 :而 
Pi 0 


(YP = Cs) a 0)! = D2 ， 


这 下 (gq) 一 (Ga 时 单 式 肿 。 


于 是 到 


1， 新 明 : 定理 二 对 于 可 况 措 的 复 卫 的 任 总 集合 名 成 立 ， 

2， 在 实数 情 并 ,生理 地 的 时 但 定理 是 什么 ? 

3. 诈 明 ; 三 角 阵 是 正规 的 必须 不 且 只 天 ' 是 对 角 味 ， 合用 这 个 烷 果 永明 :; 关于 
复 烙 元 夷 的 正规 出 的 典 列 形 忒 的 定理 ， 


11. 钱 性 变换 的 分 析 画 数 “我 们 将 胸 生 序列 的 收 需 性 时 念 作 
为 阵 问 题 F 分 析 基 述 的 田 故 点 。 如 果 【Ce 人 一 1 2，3， 
是 少 , 里 葛 卫 的 - ` 个 无限 序列 ， 访 里 下 是 复数 域 。 如 果 对 于 每 个 
i, f= 1， 2， ; 丸 ， 复 数 序 列 wl 一 or， 则 稚 【Ko 收 艇 于 
Lo), 起 作 Ce by Ca). 极限 嘻 (o) 基 唯一 的 ; 这 因为 复数 序列 的 
极限 基 该 岩 的 . 使 用 这 个 收 黎 性 定义 ， 各 然 重 指 如 法 与 乘 手 是 连 
利 画 数 ; 亦 即 ， 如果 (ai) 一 Ce) 而 《BO (B), 到 
(20) (et 十 【8 (0a) 十 《8)， 
(21) Cot CAN) 3 Ca CB). 
看 认识 这 些 基 本 法 则 的 熙 实 性 ,只 筑 知 道 两 个 阵 的 有 有 积 ) 的 导 门 
元 志 是 2 天 个 元 来 aij， Bi 的 圳 祝 丁 数 ， C21) 的 一 个 让 更 特殊 情 
形 是 : 如 果 (at 一 (oa 而 (pp) 是 芳 秩 座 ， 风 
(22) Cam Cnt ta, 

上 而 这 个 条 暴 可 用 以 定 多 艇 性 变换 的 收 煎 性 ， 全 人 4 人 一 
1， 2, ) 丰田 上 般 坦 嫉 轿 变 换 的 -- 个 无 了 续 序 刘 , 并 全 a*) 是 
人 关于 号 的 一 个 基 (Ce ea en) 的 了 ; 和 如 此 Ca) 一 《a) ,这 
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限 ( 罗 是 必 前 网 ， 风 二 {4 寻 政 基 于 纺 幅 亦 换 二 亢 作 4 一 A 
(22) 知 ,条 件 A 一 4 与 先前 基 的 选 下 无 关 ， 

人 字 将 花村 缆 性 到 坊 的 章 : 航 数 ， 出 与 交通 级 改 一样 ,如 条 
(23) yol + pd 4+ pa + (FED) 


的 部 分 和 


Sa = Yol 二 yA 二 + ya 十 :十 yeAdt 
的 序列 [58} 收 敏 ,区 53x) 的 极限 时 做 (C23) 的 和 ,如 作 
Yo + rAd+ y+ = 

我 们 贤 底 的 主 枝 精 下 基 下 面 的 定理 ， 

定理 15 令 和 十 ?大 十 yi 妇 十 -… 是 普通 赫 想 就 ， 宅 的 疏 
烧 半 径 是 +， 如 时 亚 性 泡 换 4 区 特 年 恨 pi 适合 |ori 之 z+， 天 对 于 
这 楼 的 4 ,其 航 辑 (237 是 民 煞 的 ， 

证 ”我 合 逃 取 一 个 基 , 伍 4 关于 这 个 基 前 陈 是 古典 典型 形式 


Coa) 
Ca) 
(Con) 
这 里 得 个 对 角 阵 块 的 形状 为 
-pp 
1o | 
(24) : i ， 
| 
1 23 


而 ?是 一 个 导 征 根 ， 显然 4” 的 阵 电 项 块 的 形状 与 4 的 际 但 同 ， 
而 且 与 (24) 粗 同位 必 的 耳 喘 是 
| oO 


| fa ,1 
UP 2 


Or 


后 消 这 和 项 时 可 和 仙 把 上 2 写 碱 pl 十 3 而 好 图, 这 里 
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0 
10 
z—! 10 ， 
| 10| 
于 是 
0 
i0 0 0 
1 0 000 
“=|1900 ,=| ， 
100 | 
0001000 


及 以 ,如 果 S45 和) 表示 SCD 三 yo 十 十 并 十 '… 的 第 让 部 分 
和 , 剧 Sx) 的 隙 的 陈 块 前 形状 是 


SaC 0) 0 
SiCp) Sxlp) 0 


SC gi (0p) “0 : 


旭 果 |p| 过 7 期 S40p) setp) 服 序 上 收 仇 了 对 SCp) So ， 
丙 凡 ,由 人 SC 雇 定 草 隐 序列 疏 伍 于 一 个 障 , 攻 的 对 和 角 随 正 的 形 
状 是 

SCp) 0 

Stp) So 0 


(25) Sp) sr ， ， 
a Stp) Sip} 


和 


由 《54 有 4 站 扳 禾 。 
一 个 电 要 的 特 隶 情形 是 对 于 瑟 有 4 定义 的 指 筑 沿 数 


2 
op A 二 1 4+ 人 十 …， 
1 


:xb 本 的 障 具 有 送 首 府 志 形状 ,和 营 碌 的 形状 次 
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expg 


exho expp 


这 个 仆 江 可 用 以 计算 det (exp 人 0, 而 得 出 
det Cexp A) = exp 站 exp pp; *' Exp pr = exp (Epi), 
这 里 pi; pz; 一; ps 此 村 的 7# 个 畦 征 根 .所 以 
(26) det Cexp A) 一 exp (tr AY, 
这 里 tr 4 表示 4 的 迹 , 
如 单 4 吕 正规 秀 性 变换 ， 则 4 的 朝 极 数 特 别 容易 处 示 ; 这 办 
为 ,此 时 可 在 向 是 室 间 里 找 一 个 单 式 基 使 4 的 阵 是 典型 形式 : 
(27) diag {Cp Da po] 
于 基 , 如 时 SG 一 加 十 ?由 十 ?十 …: 是 一 个 朝 级 煞 , 写 的 收 
钱 宇 径 为 + > | 和 | 三 1 2 , 吉 , 旧 SLA) 是 确定 的 ,而 县 这 
个 线性 变换 关于 选 定 的 单 式 基 的 陆 芋 
diag {Sp} SC ，，，， SCpa)}, 
因为 $C40 关于 一 全 音 式 基 有 对 角 阵 ,上 所 以 这 个 变换 是 正规 的 ， 
如 虹 U 是 单 式 变换 , 副 (27) 里 p; 的 钨 对 值 为 1。 所 以 ,pp; 一 
expV 一 10:, 这 里 集 基 实数， 分 局 基 线性 突 换 ,关于 选 定 的 单 式 
基 : 的 陋 是 
diag {2, BD,, ,Hf,}, 
基 玉 大 厄 米 特 变换 ,而 上 而 的 茹 究 指 出 


(28) U = exp (tH). 
这 个 升 黑 与 被 因子 分 解 辕 连 起 及, 指出 每 个 线性 变换 的 形状 为 
(29) A= Paxp GH), 


这 里 是 一 个 ( 正 ) 千 定 厄 米 特 变换 ,而 瑟 是 尼 米 特 变 换 。 这 个 因 
子 分 解 显 然 推广 了 任意 复数 的 因子 分 解 & 二 |alexp (iy), 这 里 3 
是 实数 ， 
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型 题 处 

1. 床 明 :一 个 禾 性 变 典 4 是 正定 的 捕 米 特 变 换 必 须 而 上 只 拓 有 此 个 后 来 桂 变 柳 互 
存在 使 4 := exf H, 

2- 就 垦 : 如 果 4 的 特征 要 的 萎 对 访 万 1, 旭 Jog (十 4 = 二 一 志趣 一 
…- 是 确 完 的 ， 狂 时: exp (log (1 二 人)}=1+ 4. 

3， 就 胡 ; 条 下 0 必须 而 且 只 得 的 押 有 转 征 要 的 窒 对 人 秆 二 直 二 1 ， 

4. 识 必 :4 的 老 序 列 414) 扼 有 改 数 子 序 色 必须 而 且 只 须 瑟 对 于 和 个 特征 报 疡 
有 ipi 过 1 下 2 对 应 于 克 对 值 为 1 的 根 扔 疤 等 因子 都 是 单 因 了 于。 
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本 间 耕 泪 由 一 :个 右 向 古 空 简 筑 与 一 个 左 向 年 迹 阳 5 构成 的 
袜 间 对 里 作 岂 - -个 对 咬 x 总 前 方法 ,这 个 豆 呀 能 两 个 人 窗 开 前 直 搂 
积 , 积 筑 x 名 是 -- 个 次 摘 和 发 ,但 通常 漫 有 自然 的 访 法 抬 这 仿生 人 帮 
为 一 个 向 量 空 闻 ， 如果 因子 中 有 一 个 是 双 侧 向 旦 空 间 , 邢 我 们 的 
十 法 可 导致 一 个 向 芥 空 间 。 本 党 定义 这 个 构 念 , 拓 且 注意 到 ;如果 
么 三 外 是 一 个 筷 , 则 任意 左 或 看 容 闻 可 侠 常 塌 看 作 -- 个 双全 空间 . 
这 就 导向 域 上 两 个 向 量 袜 闻 的 克 伦 办 克 积 的 定义 ， 闭 们 还 计 窒 张 
基 代 数 乓 靖 要 ， 井 和 且 计 述 域 名 上 和 丫 星 空间 扩 帐 为 包含 名 的 域 P 上 
向 量 空间 ， 最 后 , 许 述 域 上 ( 非 精 合 ) 代 数 的 板 念 并 定义 代 沼 的 直 
接 积 

1. 向 最 空间 的 积 梧 ” 夭 连 一 个 志 空 阅 与 一 个 右 空间 的 双 猎 性 
形式 gtx, y ) 可 海 作 由 每 个 空间 里 各 和 逃 一 个 向 量 所 得 的 向 量 对 的 
积 的 一 个 类 型 , 它 答 出 各 里 一 个 值 g(x ;y)，。 荡 个 积 的 基本 性 盾 
是 分 配 律 与 下 通 的 齐 炎 性: 

(1} gtary y) = aglxs y), gr yo) 一 Rryy ua. 
本 章 后 起 本 购 仿 是 现在 相 定 义 的 男 一 种 积 的 稀 念 ， 

分 禹 是 可 除 环 人 A. 上 -- 个 右 向 二 六 间 , 而 全 是 可 除 环 信 .上 一 个 
走向 量 空 关 。 合 第 是 一 个 变换 区 (用 士 表 它 的 运 纤 ), 并 训 对 于 每 
个 向 量 对 x, y, 这 里 x' ER', y€ 驴 , 相 伞 有 一 个 叭 -的 元 素 x X 
7E 囊 ; 站 时 

1 Cx XXy=x Xy+x XxXy, 

x KX {yt y= Xy tx XYy, 

2 xaXy=x Xay; 
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3 各 的 每 个 元 下 的 形状 为 王 x; X yi 
拥 争 呀 做 并 与 SS 关于 积 X 的 积 便 . 

先 证 -- 个 非 替 双生 性 形式 是 这 个 类 型 的 积 必须 而 且 只 须 A 一 
年 是 可 变换 的 。 这 因为 ,如 果 采 用 式 在 的 训 法 ,型 日 以 闪 Xy 代 替 
gt， x) 剧 由 (1) 得 

x XK ay a Ky ra X y= Cr X ym 
坟 一 方面 有 x XX oy 二 we XX y， 所 以 ，、 
ol X 了) = x X TD) 

所 以 , 如 果 它 是 非 需 形 式 , 如 可 取 A 蛙 听 有 值 ， 故 上 而 的 三 程 指 
由 人 A 是 可 交换 的 ， 道 定理 昆 然 碟 立 ， 

实 就 任意 向量 空间 对 RW 及 Ss 葵 出 作 积 众 的 方法 ， 先 取 与 
哄 ' 对 偶 的 策 为 左 向 量 宝 前 , 并 悦 由 非 退 化 的 双 郁 性 形式 g(x，, yy 
葵 出 这 个 对 俩 性 ,这 里 *《E 四 ,和 世 禾 ， 我 们 了 到 筑 若 6 内 的 线性 挛 
换 娠 R 和 人) 为 值 淹 吊 ， 最后, 定义 x ER 与 y€S 的 积 x* Xy 
为 线性 变换 
(2) x 区 (和 
斯 立 知 它 具 有 1, 及 2, 我 们 还 知道 :+ 筑 到 后 内 的 任意 威 性 映照 的 
形状 为 
(3) 并 
页 由 我 四 的 定 祥 知 , 谍 等 于 和 王 x; Xx y;， 这 证 明生 具有 ' 性 置 3. 

对 汪 - 任 音 积 , 我 们 可 证 得 通常 的 法 即 : 

0Xy=0=x XD， 
(Cx) Xy=— x Xy)=x X (~), 

次 设 (二 廊下) 是 含 的 一 个 臣 , 则 人 尾 营 的 y 二 二 Bf 于 是 ， 
x X y= Ex Xx Bj = DrB: Xf 故 秆 的 任 章 元 圳 可 写 为 
瑟 x; X 五 的 形状 ， 仿 此 ,如果 (el, 62; es) 是 并 的 一 个 大， 
央 串 的 杜 芝 元 沫 可 二 为 如 e; X yi, 这 里 六 E 台 如 果 第 的 每 个 元 
素 凡 目 进 两 种 方法 写 出 都 基 唯 -- 的 , 则 第 如 修筑 ' 与 入 的 一 个 直接 
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积 。 更 好 的 和 诽 旋 法 如 次 : 如果 

4 (a) 二 tiXws0 可 拱 得 凡是 绥 性 相关 前 ,或 研 有 对 一 0: 

(b》 守 xi Xj 二 0 可 扒 得 xi 是 线 竹 和 关 的 ,或 所 有 六 一 0， 

则 称 群 节 是 筑 与 王 半 于 X 的 一 个 而 接 积 . 

接近 个 定义 , 醒 8(%i 6) 是 一 个 村 楼 积 , 这 因为 ,如 果 吕 xi x 
入 一 0， 贡 由 税 的 定义 知 ; 对 于 所 有 >， 王 g(x, wi)yi 二 0， 如 时 vi 
是 线性 无 革 前 则 对 于 昕 有 zx， g(x yt) 二 0， 于 天 由 形式 的 非 退 化 
性 知 ; 对 于 太 有 zx; 一 0， 另 一 方面 , 设 对 是 线性 无 关 的 , 则 知 可 
找到 x; 的 一 个 第 合 使 glx;, x;) = 81。 于 是 ,每 个 

yi = Dg: ry = 0 

禹 与 所 的 直接 积 是 这 两 个 密 间 的 积 的 "最 一 般 " 方式; 这 可 由 
下 荀 定 理 看 出 , 

定理 1， 流 节 是 搞 ' 与 6 天 于 X 的 一 沾 密 接 积 ， 并 令 匠 是 
这 十 小 空 间 关 于 莱 法 Xi 的 企 意 禾 , 则 里 疗 生 xi X J 一 x XP 
是 种 到 叫 上 的 一 个 同 嫌 ， 

诈 “” 策 元 素 zs 囊 有 两 种 方法 写 为 积 的 和 和. 我 们 可 裔 目 们 是 
一 之 开罗 二 2 C2)) x ?于 是 立 允 Xx yr 二 0. 令 把 


mt+1 1 
yi 用 寝 必 无 关 元 素 指 集合 hf 《例如 用 基 ? 表 岂 , 划 Fk 一 
Z wefis 而 


0 二 DX y= xx > oar 
四 于 
= 辽 (2 hn) xf 
所 以 于 xhati 一 0《1 一 1，2，'*"', r)， 四 此 扒 知 ， 和 里 有 基 潜 
3 (2 «i) x: 庆 二 0 在 知 星 把 上 面 的 步骤 倒转 ， 可 推 得 


i 是 抽 
瑟 避 Xiys 二 0。 所 以 ，z 的 两 个 形状 不 同 的 象 Bx; Xiy; 与 
1 
至 
全 (一 zx 和 等 ， 这 辫 味 藻 对 庶 
招生 十 


Dx; X yi Ex XL ys 
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丰 昔 值 的 ， 至 此 ,可 直接 验 证 这 个 号 照 是 第 到 局 | 了 上 的- -个 同 态 ， 

今 珊 蔬 也 是 一 个 直接 积 ,开间 而 的 答 证 指出 :由 tiXos 一 1 
可 推 得 本 x; X =0， 故 同 态 核 是 0, 从 而 同 态 化 为 同 构 。 这 送 
明了 

定理 2。 如 末节 及 特 痢 是 听 与 SG 的 雷 接 精 , 则 "自然" 映照 
xi X yi 一 本 x: X19i 是 一 沾 辐 权 . 

这 个 车 果 指 出 ， 葵 定 的 两 个 向 星空 间 的 直接 积 实质 上 只 有 一 
个 ， 页 可 只 叫 它 做 让 接 积 , 而 衣 这 个 重 为 和 x G5, 


贸 题 好 

1. 殷 听 里 任 音 向 景 写 为 X 工 陈 , 醋 全 里 任意 向 量 写 为 x mw 阵 ， 省 和 8 与 
全 里 纯 基 乘 法 分 别 大 坐标 的 右 末 法 长江 过 法 菠 里 : 各 X 知 阵 的 芍 是 处 ' 与 全 关于 
x XXy 二 ww ( 通 带 三 积 ) 的 直接 积 ， 

2 证明; 从 4. 的 两 个 条 性 中 的 ~- 个 可 推 得 祭 一 个 . 

[提示 ; 注意 到 只 用 一 个 来 藕 定 理 1.] 

2. 税 性 变 的 的 前 接 积 仿 考 虑 定 玩 芋 的 一 个 重要 推广 ， 我 全 
世 与 定理 1 一样 分 第 = Rx ,但 对 于 另 一 个 价 现 在 收取 A 入 上 
有 空间 出 与 和 A 上 不 穴 阳 人 急 的 任 党 积 全 诅 4 是 我 到 4 内 的 
一 个 如 性 觅 有 昭 , 而 B 是 名 浏 册 内 黄 一 个 线性 映照 ， 则 可 晰 言 映照 
(4) Ex; X yi Dxid XiyiB 
基 避 到 双 内 的 一 个 向 态 , 诈 朋 可 由 重复 使 用 诅 明 定理 1 静 论 点 而 
得 ， 壁 如 ,指出 由 基 柔 本 x X ya 二 0 可 推 得 xi A XiyxB 二 0, 
这 届 与 前 面相 催 ， 写 yx 二 本 ow 这 里 五 饰 是 生性 无 尖 的 ; 然后 
得 出 二 xxraa 二 0。 十 是 由 4 的 线性 也 得 工 GCxd ew 一 0。 故 
由 8 的 稳 性 得 
0 = DB (reA) a Xi = > wd Xi 之 oul fiB) 
契 


一 rd Xl > yrB, 
相 


是 
诈 明 的 其 余部 分 完 爸 居 前 宙 证 明 的 重复 . 
基 现 在 的 苦果 汉 下 二 和， 可 二 A 二 18 1， 即 得 尘 
埋 1，。 切 - -个 重要 的 特殊 情形 是 取 下 一 开 ， 几 一 皇 , 及 多 = 第. 
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此 时 我 们 知道 ,如 果 4 昨 筑 里 证 癌 匀 性 蛮 换 ,而 是 8 里 侍 次 线 
性 查 摘 ; 色 由 (4) 定义 的 映照 是 下 楼 积 季 蜡 --- 个 自 同 六 ;我 们 听 它 
颁 有 4 与 8 的 直接 梭 ， 而 记 作 A X 8. 由 定义 并 知 ,本 接 积 4 X 至 
是 可 分 本 的 : 

(A 起 )XB=AXB+tA XB, t 


5) ， ， ， i 
AXIB+HB)=A XtA xb,, 

荐 且 

(6) CA X BCC XxX DP)= AC x HD, 


如 果 用 1 囊 示 人 针 里 慑 等 了 申 妥 ， 而 1 表示 名 里 本 等 映照 ， 别 居然 
1' Xx 1 大 季 里 情 等 映照 ， 由 (6) 还 知道 , 仔 意 4 X 中 可 分 解 为 
(7) A' XB=(CA X11 x B=( x BA x 1), 


习题 56 

1. 令 宫 (第, 已) 县 各 到 语 内 的 多 性 并 晤 的 验 , 若 有 把 全 着 作 R 与 售 近 51 里 
定义 的 二 小 牛 积 ， 艇 明 ; 媳 果 寺 是 禹 里 一 个 统 性 变 铬 ,而 百 丁 台 里 -- 个 血性 变换 ， 
出 玫 一 吐 x 它 里 映 腿 A XB 与 上 一 AL8 情 等 ,这 里 工 是 全 的 一 个 一 般 施 尝 ,而 
4 是 千 在 搞 里 的 打转 莹 换 ， 

2. 令 有 书 一 入 基调, 着 令 5 队 是 自 同 态 了 4z X Bi 的 爹 位， 这 里 A 是 物理 一 
不 级 性 变换 , 而 素 是 扎 时 一 个 线性 变换 ， 姨 肖 : 只 是 囊 二 锦 X 总 的 肯 同 夺 环 的 
子 藉 ， 

3 薄 明 :; 1 尖 瑟 有形 的 元 素 的 子 集 人 台 是 5 里 与 吧 ( 辣 , 可)》 同 构 物 子 环 ,而 A X1 
形 的 元 素 的 子 集 合 是 3 日 与 人 ( 流 ', 3K) 同和 槐 的 子 环 . 

3, 双全 向 一 空间 ”上面 给 出 搂 合 "两 个 向 量 空 间 以 构成 宪 倍 
的 直接 积 的 方法 有 严重 前 缺点 ， 就 是 最 后 乡亲 只 是 .- 个 者 ， 而 不 
是 一 个 向量 内 间 .要 避 去 这 个 宁 难 ,此 后 将 眠 双全 问 量 窒 博 求 考 
虑 ,只 代 蔡 前 此 的 单 倒 向 量 空间 ， 双 侧 向 晤 空间 是 由 变换 于 响 、 可 
除 环 以 硫 映 个 疼 数 Ct 行 广 殉 所 属 虑 前 代数 记 ” 送 汪 个 加 数 下 上 
zt 分 别 泛 侣 左 与 右 纯 量 乘 法 的 荣 件 并 且 对 于 所 有 rw, BE 人 所 
有 x€R. 适合 结合 律 
(8) (ox)B = al#B). 
所 以 我 们 的 假定 是 : 筑 同时 为 一 个 诺 及 有 有 间 吕 次 湖 ， 井 且 杜 意 右 
( 左 } 种 最 开 法 是 入 (作为 - -个 左 ( 帮 ) 向 景 空间 ) 的 一 个 稳 性 变换 . 
如 果 入 三 人鱼 是 一 个 域 , 任 从 有 向 量 空 也 可 看 作 一 个 左 向 量 星 
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时 ， 只 槛 命 xa 二 wx。 所 以 ,在 鱼 吾 域 上 疝 攻 实 轩 上 时 ,我 禁 可 屏 盾 
有 这 些 向 岂 空 间 基 左 有 向 量 窄 间 ， 另 一 注册 ,我 们 出 可 把 这 些 向 最 
卒 关 省 作 双 侧 空 间 的 特殊 类 型 ， 于 时 由 任 音 wEA 决定 前 左 篆 法 
与 右 乘 沪 是 作为 居 等 的 ， 友 倒 向 量 容 间 的 这 个 “平凡 的 "类 型 是 本 
童 此 后 洽 述 的 主题 ， 我 们 不 难 作 出 其 它 不 证 凡 类 型 后 双全 向 量 空 
册 。， 北 举 一 个 例 于 次 ;: 


例 令 洪 是 域 二 上 一 个 #4 杂 在 向 全 宪 关 ,并 全 【e ;9 臣 江 的 一 个 
(在 ) 基 ， 命 5, 54,-…, Sw 是 鲍 忆 的 自 同 构 , 圭 定 羔 w€ 盏 的 条 法 万 在 并 半角 里 
药 礁 性 变换 ,由 陛 


diag {e oa * oo 
确定 的 。 风 era = ei， 而 (2 和 icDa 一 2 ey， 因为 
[十 月 = a+ Be 一 re 十 ie = ed 十 上 后 月 ， 
eaB) = (0B) es = aip "ie are 有 
一 (4 = (rm) B, 
记 以 针 是 面 上 一 个 有 向 晤 容 辣 因为 者 科 法 是 作为 在 委 间 的 各 是 的 入 性 变 江 , 帮 (8) 
虞 立 。 所 总, 四 且 一 个 双 估 向 总 空间 . 
令 设 搞 是 除 环 A 上 的 尾音 汉代 向 量 宰 央 ,而 6 是 A 上 一 
个 诺 向 量 衬 随 , 卓 可 出 拒 杀 腹 作 一 个 有 向 其 空 浊 而 作 直 楼 积 第 二 
和 X 伍 。 因为 映照 x 一 ax 是 作为 右 向 量 空 针 的 全 里 的 一 个 线性 
变 的 ,上 故 知 映照 x; Xx yy 一 Zax; X 方 是 节 里 一 个 自 同 访 , 这 里 
2 和 yz， 今 命 
(9) RX XY) EA XK yi, 
我 全 可 验证 ,关于 这 个 本 其 乘 让 再 是 和 上 .一 个 左 向 量 空间 . 
人 将 证 :【〔 左 ) 维 数 dimr 节 是 科 的 左 维 数 与 各 的 左 蕉 数 的 积 ， 
这 因为 ,全 (el ea ', En) 是 其 的 -一个 左 基 , 才 会 [二 :Jn)》 


荐 全 的 -个 太 基 , 则 人 在 总 *E 筑 可 坦 作 世 tiej; 而 人 尾音 yE 吾 可 写 
作 二 7P， 于 是 ， 
* Xy= TEée X gf;= DE XH 


= DD Gen Xf 
1 
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另 -- 方 面 ,向 量 允 (SoD) ENR， 所 以 BCbier)y; = > pirer. 
i 是 
于 是， 
x 闪 区 二 2 (TE prex) Xfi= > ix Cer X FY, 
二 四 


这 艇 明 : 叫 里 他 意向 是 是 应 量 e: Xf 的 本 黎 性 租 合 ， 次 零 
Eye Xf) =0,N0= Ey X= > (三 7 ] X 方 . 
因为 f; 都 是 移 性 无 关 的 ， 这 就 给 出 之 , yiei=0 (j=1, 2,.- ,mm), 


及 以 ,每 个 yi = 二 0. 

如 果 四 是 入 不 一 个 右 痰 则 ,而 全 是 和 A 上 双人 向 寄 间 ,天 可 应 用 
类 代 的 计 葡 ， 此 时 , 事 二 闹 x 全 可 由 定义 
(10) (Ex XK ya = Px Xx yia 
而 生化 为 A 上 一 个 寿 室 间 ， 关 地 大 条 数 装 积 关 耻 也 成 立 ， 

如 典 毅 及 所 都 是 和 A 上 发 俩 向 量 宗 间 , 因由 使 用 59) 及 (10) 
可 使 季 转 化 为 A 上 一 个 左 及 而 向 量 空间 ， 因 为 我 何 已 知 , 这 样 定 
尽 的 任意 左 科 法 可 与 什 痘 右 隧 法 交换; 所 以 第 是 一 个 次 全 向 量 宗 
闭 ， 

通常 定义 - -个 双全 向 量 凌 间 中 到 男 一 仿 双 便 向 量 空间 全 内 

一 个 痢 性 变换 晤 筑 到 合 内 的 - -个 遇 有 照 ， 它 对 于 左 向 量 空 归 半 ， 
5 5 “并 且 对 于 有 向 最 宏 闻 毅 , 总 也 是 线性 的 ，。 全 此 ， 如 
时 存在 有 策 到 名 上 上 的 一 个 1 一 1 条 性 变 澳 , 则 及 与 所 看 作 是 等 价 
0 

酸 甩 , 避 及 和 是 三 个 友 便 和- 空间， 而 考虑 双 倒 室 疝 筑 x 
(Bx oo), 这 里 x 表示 直接 积 ， 心 按 指 示 的 方式 看 作 一 个 双 侧 宏 
阅 的 , 这 个 守 贿 的 任意 元 来 显 然 具 有 形状 本 x; X (yz X 中 )， 这 里 
x 同 到 ,CX 5) x S 的 任意 元 亚 的 形状 为 
Cx X XX 此 我们 要 证 了 xi X (yi X 有 ) 一 守 (x; 其 
yj 类 定 凡 和 X(GBGXD) 和 NNR Xx 5) x 上航 一 个 1 一 1 嫌 
性 变换 .” 也 达到 这 个 自 的 ， 裔 在 所 Xx {局 x 3) 里 有 一 个 关系 
ZX X20， 则 可 加 让 wi 二 eo 上 i 二 囊 Brgr, 这 
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里 ej 是 有 线性 无 关 的 ,而 gr 革 丰 线性 万 关 的 ， 如 果 代 大头 和 柔 号 
出 得 
0 一 > ei X > op X si) = > 2; ~ > (ai X ws). 


所 设 ， DS anyi Xzi=0 (二 1,2,"…*)， 于是， 


[es| 


0 一 人 (Cony Bis X gr = 之 之 《oz X gn. 


所 以 ,对 于 所 有 ;1,， 之 (Cayi)Baz 一 0 故 BoilyiBin) 二 0, 圭 
由 此 可 推 得 
0 二 之 ei xX 2 oi CyiBis) 一 >(> en] X Jr 有 ix 


= 2 Xx yiBis, 
[3 


朵 理 ,这 个 美 系 和 给 出 关系 本 Cxi X yi) Xz 二 0， 由 直接 验证 指 由 
对 应 
Dx X yr X a) — Dx XK yi) X 

是 筑 XxX (SS Xx 全) 弹 (Xx 后) xX 全 上 的 -- 个 线性 变换 。 用 对 称 性 
撑 知 这 个 峡 照 的 核 是 0; 所 以 , 宪 是 等 份 ， 关 为 是 等 价 , 故 在 两 个 
让 接 积 凑 X (EXS) 与 (号 X 后 )X 信 之 间 无 须 区 别 ; 因此 这 些 
积 就 只 训 作 筑 x 后 X 写 ,而 把 这 个 实 间 叫 首 三 个 空间 策 , 85, 完 的 
直接 积 . 积 x XxX {fy Xz) 或 (x Xy) Xz 也 只 记 作 x XyXz, 

我 们 可 按 类 假 方式 定义 三 大 个 以 上 前 双人 空间 的 请 接 积 : 按 叶 ， 
各; .了 的 欢 序 并 结合 各 因子 所 得 的 任 次 两 个 直接 积 在 甘于 三 
个 因子 的 自然 等 价 奖 型 下 是 等 价 的 ， 所 以 企 剖 . -个 积 空间 祁 可 如 
作 了 RX 后 XxX -X41; 而 这 个 襟 并 里 的 向 量 积 可 家 作 x XyX 
‘eX, 


习题 57 
1. 合谋 一 疗 8 是 城 唱和 到 它 自身 内 的 一 个 同 构 ,并 亿 筑 是 十 上 一 个 在 向 明 襟 赔 。 
定 久 x 二 5*, 寺 科 证; 这 使 筑 畏 化 为 一 个 入 个 向 量 从 间 。 许 阴 ; 如 果 象 元 素 呈 的 
汪 城 各 3 是 合 于 三 时 的 遍 子 其, 上 二 上 其 的 在 及 厂 维 数 不 帕 同 ， 
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2, 命 员 是 各 二 -一 个 双 列 疝 虽 宣 间 使 入 王磊 和 维 数 与 治 歼 部 是 有 有限 而 其 相 靠 ， 
讨 明 : 存在 有 向 县 溪 千 ei ea en; 同时 是 入 上 筑 的 一 个 五 基 亚 一 个 右 基 . 

3- 全 咒 是 否 二 一 个 左 疝 量 党 间 , 如 第 工 直 所 中 交 . 而 宁 澡 古 下 一 个 入 同 神 .并 合 
名 是 由 肯 同 物 荆 定 当 的 这 全 党 生 的 男 一 个 综 间 ， 坦 明 : 如 果 开 帮 TS, 则 器 XX 全 与 
总 x 不 等 价 . 

4. 克 伦 内 克 积 本 章 此 后 将 假定 A 二 全 是 一 个 域 ;大 且 只 讨 
论 单 俩 向量 实则 ,而 把 它 们 都 写作 左 窗 则 ， 窗 半 员 的 共 过 空间 傅 
通 例 起 作 器 * ,但 这 个 空间 也 是 看 作 一 个 左 窗 间 ， 

仿 刷 筑 与 全 是 重 上 两 个 给 闭 ， 恭 时 取 半 与 全 为 双 侧 向 量 空 
卫 , 亦 序 按 通常 办 法 对 于 所 有 a 与 x 命 ax 二 xo, 间作 吉 接 积 和 污 x 
名 ， 这 也 是 -一 个 双 侧 向 景 罕 关 ,而且 是 平凡 种 业 的 友 例 向 量 空间 ， 
国 为 

OCOD; XK yi) = Tox; X y; 
= Erm Ky = x XX ay 
= Ex X yie = Tr: X yi)m, 
所 以 , 导 X 各 可 内 看 作 - -个 左 问 量 袜 间 ， 这 样 得 出 的 ( 左 ) 向 量 空 
并 蚜 伐 筑 与 全 的 区 伦 内 克 积 由 左 向 量 答 并 的 竟 点 求 识 , 上面 汶 
程 里 重要 的 部 分 大 
CT X yi) = Dori X yi = Tx X ayi, 

于 蚌 , 玲 间 人 和 x 6 有 下 到 的 特性 : 对 于 得 个 xE 中 区 & 总 定 这 一 
个 积 x X yyE 和 X 后 ,使 

1 十 x) yy 

x XCyty) =x Xy+xX 
2 (YX 一 和 
3 肛 X 避 的 每 个 元 素 的 形状 是 开 xr X yj, 这 里 wi ER， 


yt, 

4 ra)y Px X yi 二 0 可 推 每 y; 是 篇 性 相关 的 ， 或 所 有 x; 
简 于 0. 
{b) 二 x; xX y; 二 0 可 推 得 x; 是 编 性 相 尖 的， 或 所 有 yi 
等 于 0， 


前 曾 的 计 葵 全 建立 了 任意 两 个 (有 限 稚 ) 向 芋 空 间 的 驳 伦 内 克 
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积 的 存在 性 0， 我 四 所 得 结果 的 天 部 分 可 应 用 于 肯 前 情况 ,特别 基 
有 dim (RR Xx 8) = dim Rdim 5, 他 将 指出 : 这 个 方程 可 用 以 代 
森 泡 关 性 和 条件 4; 这 因为 有 下 面 的 定理 . 

定理 3。 分 负 , 瑟 太 思 是 域 昌 上 向 量 空 闻 ， 天 就 定义 一 不 恤 
x X )y， 定 通 合 条 件 1 2 及 3 这 里 2 人 多 ,5 而 >Xy 接 ， 
莉 第 是 算 与 全 的 一 不 克 偷 内 交 禾 必须 面 匡 只 须 dm 第 一 
dim R dim Ss, 

证 这 个 条 斜 的 必要 性 昌 佛 茧 明 过 ， 上 过 来 , 分 dim 争 二 
dim 抽 dim 全 ， 公 (el cz， pe 是 让 的 -个 基 , 并 分 (太古 
fa) 旦 所 前 一 个 基 , 则 易 知 向 县 e; X # 是 吊 的 生成 元 素 ， 因 为 率 
全 的 个 数 是 wm, 所 以 构成 一 个 其 ， 今 司 ay es，e 基 针 里 纺 
性 无 关 疝 量 ;, 则 可 悉 定 蕊 何 是 半 的 基 前 一 部 分 .如 果 辫 ezX 人 二 0， 
出 可 写 下 思 二 二 及 广 而 得 二 Ber Xx 广 二 J， 于 是 ,每 个 Bi; 一 0， 
玉 说 音 昧 冯 每 个 yi 二 0， 仿 此 可 证 第 二 个 无 关 性 条 件 . 

起 科 已 知 , 冯 侧 向 芋 空 间 的 值 搂 滋 法 是 可 辕 合 的 ,而 特别 在 克 
伦 闪 克 积 志 是 万 立 ， 内 此 , 如 果 贡 ,全 及 先是 域 夺 三 个 向 量 实则 ， 
则 着 以 XCSXT) 到 (以 XS)X 上 的 自然 等 价 本 x X (yyX sD) 
台 (xiX yi) X zj. 攻 可 把 这 两 个 空间 滥 合 ,而 把 元 来 ExiX (yi Xai) 
与 本 (xi X yz) X si 类 合 ， 汽 个 由 可 与 前 面 - - 样 , 把 亡 机 的 记 凌 
简化 而 写 为 和 RX5SX 玉 及 x XX y Xz 我们 可 更 一 般 地 定义 任意 
有 限 个 袜 央 章光 估 因 克 积 Rx 全 x-… XxU, 大 以 ExXyX :Xn 
表示 写 的 元 素 ， 

双 侧 朗 间 的 直接 刑法 通常 不 是 可 交换 的 2 ;但 在 克 伦 内 克 积 的 
这 个 特殊 情形 ， 交 换 和 神 成 立 。 事实 &, 我 们 可 证 得 Exi X 时 个 
Sy: X xi 定义 RX 人 5 到 人 SX 员 上 的 一 个 锻 价 ，。 这 个 车 果 的 证 
朋 可 效法 其 宪 证 朋 得 出 ， 把 x; 及 yi 用 税 性 无 闫 元 素 列 出 , 卓 可 荐 
王 x; X yi = 上 0 成立 必须 而 旦 只 希 于 yj X 二 0。 余下 的 论点 就 
是 验证 这 个 说 法 ， 更 一 般 且 说 , 妇 果 (7 训 ; 癌 ) 是 (129 ， 

1) 准 第 妃 意 里 将 看 划 这 个 芋 果 在 无 典 稚 定岗 星 也 成 立 。 
2) 车 看 习 通 37 的 第 3 中. 


“187， 


中 前 任意 排列 ,其 远 价 内 远视 RD X RX 与 x 
从 等 价 , 而 xt x x wx x xp x 
xz XX 是 一 个 等 价 遇 拱 ， 

向 量 空间 的 克 做 内 克 积 的 购 合 导 私有 用 的 -一 个 白 由 (车 合 ) 代 
数学 的 概念 的 定义 ， 要 定 义 东 个 构 念 ,我 们 从 域 四 上 一 个 任意 向 
量 空 关 抽 出 发 ,并 引入 克 从 内 克 积 驻 三 筑 xX 各 x,…' XRG 个 因 
子 )， 并 规定 R 三 员 及 器 二 作 : 于 是 对 于 所 有 i 二 0,1,2,.…'， 
3 是 稍 定 的 . 由 上 面糊 合 性 交 识 明知 ,如 果 i, 7 宕 1, 草 弛 XRi 二 
Ri 于 是, 任 韦 x 中 ER x 人 DE 开 快 定员 Ti 的 一 个 向 量 x 中 Xx 
如 困 辣 二 0 职 j 二 0， 肿 定义 x 中 X x 人 是 x 中 (或 x 站 与 起 元 素 
x 【或 x 中 ) 的 积 ， 邻 作 空 间 踢 的 直接 和 3.。 这 个 空 肝 可 定义 为 
序列 4 二 《x 四 ,x 中 ,x 外 ，，…) 的 集合 , 这 里 x 中 EN, 而 对 于 充分 
大 的 ix@ 一 0， 全 三 om， yy 四， 规定 x 一 了 必须 而 
目 只 须 xg 一 3 全 一 0 1 2 对 于 任意 x 及 y 定 义 
CD 十 二 (x 加 十 y 人 加 x 中 机 

» 


Wx = Cox, rl), mr, 


肥 针 直 然 是 一 个 向 量 罕 间 ， 如 果 把 向量 (0,， ,0, x 中 , 0， '》 
与 x 中 看 作 相 辣 ， 则 信里 任 窒 向 量 可 有 -一 种 面 且 只 有 一 种 方法 写 
成 > x 中 ,这 里 六 充分 大 时 xz 盖 凡 如果 二 是 不 相交 的， 并且 


ED 

zt 尖 0, 册 这 些 向 量 是 线性 无 类 的， 所 以 ,如果 入 了 关 0, 基 等 是 
无 限 维 空间 . 

仿 在 3 里 由 定义 〈《 世 xz) X〔(ZYD) 二 工 z9 引信 乘法 X， 
这 里 
(12) gs 一 xm xX yD XYWY 十 .十 xz X 3 
容易 验证 : 于 是 一 个 连 合 代数 ， 这 个 代数 时 做 建立 在 向 量 空间 上 
的 自由 ( 竺 全 代数 


习题 553 


1， 证 骨 ; 如 某 叶 是 一 灯 空间 , 黄 守 宪 质 上 是 否 上 含有-- 个 不 定时 ( 昭 钱 元 开 ) 的 
多 莽 闷 代数 ， 
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2, 是 桂 立 广 稚 则 是 空山 尖 上 的 自由 代数 , 开 合 兴起 田 向 量 xXy 一 Xx 

生 刻 的 3 3( 芭 拓 再 训 这 星 # 战 ? 部 上 笔 . 许 央 : 等 /入 实质 上 是 含有 四 个 代数 无 闫 
的 超越 元 素 的 匀 项 式 代 数 ， 

3. 舍 写 是 建立 在 呈 礁 掉 景 空间 发 -上 的 月 击 此 数 ， 访 更 的 特征 数 半 2, 并 全 名 天 
由 向 量 x*x3 十 了 Xf 此 成 的 守 里 理 概 ,这 里 + 7 我 , 守 多 四 知 建 立 在 筑 上 的 格 
拉 斯 品 CGrassmivma) 代数 ,或 名 代 数 ， 诈 明 : dim /9 = 一 2 

斗 ， 如 时 筑 , 全 ,村 基 当 上 向 是 空间 ,区 并 怠 ， UE 多 六 性 陋 数 基 图 数 
Te ye RE, El, 而 疗 数 什 《 多 ， 神明 当 任 音 一 个 变 最 
除 庆 而 关 剑 变 最 取 固 定 依 时 ,六 是 这 个 亚 最 的 种 性 加 数 . 就 明 ; 也 如 时 了 是 多 线性 面 
数 ， 其 王 好 基于 基 关机 一 > 王 克 rr 是 全 关 语 尖 … 基 计 的 共 加 
演 闻 的 一 个 函 嵌 ; 区 各 果 了 是 级 XX 宫 XX-… 尖 了 的 一 个 六 详 图 数 ， 则 了 对 子 扒 杖 如 
和 区 项 的 向 基 子 集合 的 短 岩 是 一 个 寺 粮 性 回 数 ， 由 此 诈 明 多 续 性 本 数 的 购 
念 与 和 RX 二 X …… Xi 的 机 人 性 乓 数 的 要 从 等 价 ， 

3, BY) 部 别 攻守 车, 证明; 2， 
Br) 和 性 前 数 ， 合 也 去 示 CR X 局 x … X 由 的 相 特 元 汇 ， 
证 及 ;于 和 XX 
x 有关 .上 的 - -个 等 价 ， 


5. 线性 变换 及 古 的 克 伦 内 克 积 如 果 4 是 入 里 一 个 辐 性 变 
换 , 而 如 大 马里 一 个 线性 变换 , 刚 知 三 x; X yj 一 六 xidA X 4 且 是 
页 X 扎 里 一 个 恒 同 态 . 这 个 映照 与 生 量 乘法 是 可 尝 换 ， 也 是 显 
然 的 ,所 以 下 是 稳 性 野 照 。 这 个 爱 妥 明 小 4 与 8 的 区 伟 内 克 积 
4 X 如 同 理 可 定义 塌 干 个 加 性 变换 的 党 伦 内 克 积 4 X BX … 
Xx 刀 ， 他 将 证 : 基于 克 伦 内 克 乘 医 , 秃 X S 电线 性 变换 的 向 量 容 
于 &(% Xx 各, 员 X 全 ) 是 -个 克 伦 内 殉 积 8 XX REG， 后) 。 
态 程 (5) 指 出 分 配 律 成 立 ， 还 有 
《Te x B)) = (xd X yB)a 
一 (xda X yy 一 Ye X yB, 
所 以 ,tA XB) = wd X 了 同 理 有 ak4d XB) 王 4 XaB。 次 
分 《ed， 人 sw 十 贡 的 一 个 莫 ， 而 (4, fo, “", fm) 是 名 的 一 
个 其 ， 副 xrm 个 向 量 sy X 构成 器 X 各 的 一 个 基 ， 全 Bj 是 
六 X 号 的 缕 性 变换 ,区 把 ee Xx 态 映 到 ei X 所 而 把 其 余 的 ex X 刻 
玻 汉 0， 则 可 验 刘 
(13) Eiiin = Bi X Fin, 
扩 里 Ei: 是 筑 里 线性 变 棉 把 e; 映 到 ej, 而 把 鞭 余 的 8 了 乔 0, Fj 
着 信里 线性 变换 ， 宅 把 4 映 科 fi;, 而 拒 其 余 的 由 济 D.， 所 以 ， 
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ex, RXS) 的 每 个 元 束 草 形状 是 王 届 XB， 滋 里 A1€ 8( 鞭 ， 
RNR), B EPS, SG) 因为 由 m ERXE, RxXEI={ma}=dim LN, 
路 ) dim CC 语 , 全) 、 改 而 定理 3 得 内 了 我 们 出 询 断 ， 所 以 就 证 明了 
下 面 的 定理 ， 

宗 理 4 如 时 腾 及 名 基 (有 了 上限 挫 ) 向 量 空 区, 则 空间 RCIX 问 ， 
移 x 全) 等 于 RCR JR) x CS, SS), 和合 者 是 关于 族 性 变换 的 克 价 
内 克 乘 法 ， 


令 珊 
(14) oA = Paes, B= Tut, 
划 koo 与 (8) 顺序 是 4 与 8B 关于 所 选 的 基 的 阵 ， 于 大 ， 
(15) (er X fCA x B= Zope fl 


令 把 同 量 。 X 天 依 字 费 的 刍 欢 如 

《1X 太 EX Xe 
莽 把 这 个 有 序 基 叫做 (ely ea -…，ee) 与 (了 fm) 的 连带 
基 ， 方 程 (15) 指 出 ,4 X B 关 于 这 个 连带 基 的 陈 是 


| 全 站 


ub Bn | Ep Ba | hnB rs 
| 


; GaiB Co Bis | daafhy re astm | cnmn | 


号 = GR mm sspB rat 7 [= "+ “sr 有 


这 个 阵 时 做 《on 与 (8) 的 克 伦 内 壳 积 ,而 记 作 (we) x (8B). 

支 瑟 郁 性 变换 的 克 傅 内 克 积 的 基本 法 有 在 陈 方 型 有 已 们 的 相 
庶 法 出 ， 特 别 是 前 面 定理 指出 ， 和 外 上 am X non 汪 的 空间 是 盏 上 
n 关 忆 限 的 空间 与 至 上 和 Xmm 阵 的 室 员 的 克 做 内 克 税 ， 我 们 还 知 
道 ,在 线性 变换 方面 (4 X BC x D) = AC XBD 成立 ,而 这 站 
接 导 到 了 泪 的 守则 
(16) 《ko X (BIG X CD) = Coaty) X (BJO6), 
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名 题 5 


证 永明 : 客 了 闫 于 莫 (Cer yea 人 ,es XX jo, 
en 的 阵 是 (B87) X {a), 于 是 , 址 明 ; (PB XX (与 (em x 


2 产 细 : (0) x CC x [0D) = (C0) x (8) x (9)， 

3， 着 明 : 如 时 器 是 4 前 特征 多 项 式 的 ~- 个 根 ， 而 go 是 的 特征 多 项 涉 的 -- 个 模 ， 
钢 po 是 4X 吾 的 特征 多 项 式 的 一 个 根 ， 

4. 证明: det CA x 和) 二 (det A)m rdet 万)r， 

ff. 张 量 空间 ”如果 只 是 -一 个 向 蛋 实 间 , 而 是 名 的 其 二 空 
阅 ， 妈 他 党 克 伦 肉 克 积 窟 间 RX XRX RX xR 时 
做 建立 于 空间 名 上 的 张 量 空间 这 村 的 元 时候 量 ; 并且 
如 果 有 ?个 因子 为 筑 及 5 个 因子 为 FR*, 则 设 这 些 张 量 是 7 萄 道 变 
及 = 秩 协 变 的 ， 我 们 用 简 各 法 咒 表 这 个 肉 间 . 为 方便 起 见 ,也 象 
$4 一样 ,把 由 看 作 0 秩 张 量 空间 % 
如 困 (e1， ez，……, es) 是 基 空 间 叶 前 一 个 基 ; 而 (el ez …， 
e”) 是 名 * 的 对 基 , 亦 印 
ei(er) 二 名， 
这 里 涡 基 克 伦 闪 克 的 8, 则 向 量 
(17) ei XK em Xr Xe XelX ee Xe 
御 成 张 量 空间 的 一 个 基 ， 这 个 宗 前 里 低 意 向 基 可 号 为 
(18) EE er XX eX eX Xe 
:我 合 自 然 欢 迟 由 于 的 基 (el, ea ,ew) 决定 的 这 个 类 型 的 基 ， 
张 量 空 储 的 元 素 (18) 叶 伐 关 于 负 果 (e) 基 的 坐标 是 Sy 的 张 量 ， 
如 果 ( 广 , 方 ;加 ) 是 葛 的 另 一 个 此 ,而 到 二 ii 则 
= Zrii, f= Trei, ei = Epif', 

这 时 (是 咽 (o) 的 道 障 ， 于 是 ， 


Fe 


Pej ei X "Xx ei XX el XX xX eis 


| 蜗 。 并 jr 
一 ZE Di Di an "Ei fr Xr Xf 


oD 这 个 部 尘 比 以 电 的 下 法 Ce ea* em) 有 于 移 的 疙 借 ， 
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XX 
癌 上 面 的 比 量 美 于 (有 -要 的 誉 标 及 
G0) 站 和 一 
次 者 处 线性 空 换 的 折 迟 的 燃 念 的 扩张 ， 我 们 已 知 ， 如 时 4 
是 贡 里 行 童 稳 性 变性 , 错 4 的 折 炉 变 和 4* 是 R* 里 上 映照 x* 一 y*， 


r 


人 
这 里 y*(x) 二 x*(xA)， 今 将 线性 变换 4 三 A xX:-.XAx 


A*X .XA* 与 4 相 件 ; 自然 就 把 这 个 庄 的 考虑 为 4 在 张 量 空间 
完 蜂 前 诱导 变换 ， 我 们 知道 ,如 果 (m) 是 4 关于 着 Cel, ea , es) 
的 陆 , 则 Co) 是 4* 关于 余 基 (ee pe 的 陈 ， 故 必 半 于 


于 


字典 式 次 序 的 自然 基 (17) 的 阵 是 克 丛 内 克 积 (a)X .XCa) x 
Ca) Xx x Co), 

有 一 个 重要 方法 使 1 一 1 (之 0) 秩 诈 变 及 :一 1( 字 0) 秩 协 
守 的 -一 个 张 量 与 7 秩 省 变 及 ， 秩 内 变 的 任意 张 其 相伴 ， 流 个 上 浪 法 
时 修 短 回 ， 首 先 我 位 知 洲 , 如 时 x CE 贡 而 yE90*， 期 映照 Cr y*) 
一 y*e) 是 精 连 届 与 以 * 的 -个 双 线 性 形式 ， 因为 6 是 可 交换 
的 ,| 泊 以 ,这 个 形式 局 §1 的 溢 归 定义 向 量 空间 名 与 gs 的 -个 积 ， 
上 所以, 出 定理 1 知 ; 鼎 昭 rx; 一 yj (zx) 是 RR 二 RX 下 
到 加 法 营 硬 上 的 . -个 同 态 ， 我 们 还 立 得 : 这 个 对 应 是 噶 到 一 维 向 
量 空间 @ 一 9) 上 的 一 个 线性 变换 , 

$1 的 讨 藤 还 指出 : 如 时 名 足 另 -一 个 向 量 空 阴 , 则 中 到 口上 
的 绥 和 性 上 取 照 可 与 所 里 懒 等 喘 照 坦 侣 答 册 中 X 总 到 是 X 后 上 的 
一 个 移 性 上 映照， 我 们 用 下 而 蔡 岂 

Px: X yr XX wi Py ra) X wi 

是 六 积 映 照 ,这 里 Ey E87 gE 我们 易 知 , 实则 物 XxX 
在 得 照 这 员 XX zi 一 wis; 下 等 价 于 仿 ， 枝 知 ， 
{2 0) Bx; X yr XX i Dy ) a 
是 中 X 扣 到 扣 上 的 一 个 线性 变换 。 
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抬 台 特 获 化 天 天 量 空间 3 各 2 得 出 短 炽 性 法 ，。 这 洋 特 丈 雍 让 
接 指 出 : 了 欢 蝗 
Tx Ky XxX Xr Xv Xi 
> Ey XX XX 
是 Rl X Rr 到 守 对 3 上 的 一 个 线性 映照 , 舍 合 克基 从 1 2， 7 
里 逻 取 ,而 了 右 从 1,…-,s 里 选取 , 基 知 映照 
Ex Xr Xr XX XX ys 
> xR XX IE Xr XK XK rk K KEI XN 
Xr x 关 X yi X YX 
是 RE 到 器 ! X 页 车 上 上 的 一 个 等 价 、 所 以 , 喘 明 
{21) EHX Xx XX 
全 CE XK rR XK xt XK 
xX XX XX ya XXX 
是 和 以 1 上 的 一 个 线性 变换 ， 这 个 胺 照 时 修 入 对 于 第 让 个 谤 
变 指 标 及 第 ! 个 协 变 指 标的 短篇. 0 


分 用 Rr 的 一 个 基 ei XX eX efi X ei 测 睛 不 
张 量 (18?， 对 二 第 太 个 道 变 指 标 受 第 个 协 变 指标 的 短 纤 答 量 张 
最 


FEN er Xr Xe X em XX eX 
PX Xe KX ell XX eis 
所 所 , 短 舌 五 量 关于 由 名 里 《。)" 基 所 决定 的 基 的 伐 标 是 


3 7 a 2 Ef 
. 1 orl tI 一 人 
(22) EE 2 é td 


短 和 给 的 要 人 鳄 可 用 以 答 出 人 区 性 变 换 的 四 的 定义 ， 它 与 基 无 

关 。 首先 注意 到 名 里 线性 变换 的 空间 2 和 入) 可 者 作 张 量 空 间 

R11: 这 由 芋 接 积 的 作法 (3 1) 可 羽 明 白 ， 因 为 ,如 果 x€8, 而 y*E 

R# ,出 我 们 恒定 义 x X y* 大 咒 虱 它 自 身 内 的 稳 性 变换 , 寂 抒 向量 

5 到 yr .我 们 知道 ,关于 XX 的 这 个 定义 , CR ,RR) 二 对 XR 
1) 这 虹 略 去 求生 生前 小 标 ; 我 个 时 会 星 对 所 必 册 的 这 全 类 各 的 硕 的 和 ， 
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上 以 ,的 任意 元 过 可 写成 本 x; X y? 的 形状 . 故我 出 所 定 尺 的 
短 古 是 宇和 天 人 内 的 -个 线性 映照 , 沁 抬 己 x; X 虹 旺 到 世 y? (xi)， 
售 将 证 明 : 这 个 映照 上 与 由 我 的 共 定 文 的 喘 照 A 一 tr A 重合， 

要 诈 这 个 咎 时 , 合 《21， S23 "a en) 是 名 的 一 个 基 ， 二 记 4 一 
ui X ei 则 


eid = > nF Cer}ei. 


所 以 ，4 关于 (Cel; ev， en) 的 取 是 (三 (人 em 故 
tr 4 一 工 xf em)。 芝 与 由 短 烛 得 一 的 车 果 相 同 。 共 改变 就 得 4 的 

一 个 障 与 (o 相 似 ， 写 的 距 与 张 一 的 冠 猜 重合 ， 故 无 须 ( 莹 以 前 
那样 ) 肌 和 间接 计算 去 验证 这 个 事实 ， 就 可 知道 : 相似 阵 有 相同 的 

7 张 重 的 对 称 类 ”本 节 诉 述 * 秩 道 变 张 量 的 空间 和 ,这 个 空 
问 的 元 素 是 张 量 zi X x2 XXX ar 全 一 下 是 数 1,2,*…-， 
? 的 任意 排列 , 则 知 有 映照 
DAR ER RE PR XK RR 

是 中 里 一 个 《1 一 1) 线性 变换 这 个 变换 是 做 3 里 一 个 对 称 变 
换 . 了 个 文字 1 2,-… ,7 的 对 称 春 全, 颗 每 个 元 素 溃 上 与 这 些 变换 
中 一 个 详 柔 ， 如 果 aE 全 ,; 则 噶 里 相伴 的 映 周 记 作 Pay， 故 由 定 
义 明 然 有 
(23) Plar) = PCo)PKT)， 

分 we 表示 用 元 素 wo 作 的 福星 乘法 ,天 如 王 woPkc) 形 的 弹性 
变 济 叫 艇 中 的 一 个 对 称 算 子 . 由 (23) 知 ， 流 些 年 子 构成 向 里 线 
性 变 挤 的 完全 代数 的 一 个 子 代数 ，。 如 果品 是 一 个 对 称 算 子 , 则 硕 
老化 的 向 量 的 集合 是 一 个 子 空间 ;更 一 般 地 规 , 如 其 { 口 } 是 对 称 
算 子 的 仔 肉 集合 ， 则 对 和 王 所 有 吕 使 xz0 = 二 0 的 从 个 向 量 z 成 一 个 
子 空 间 ; 这 个 子 空间 是 做 张 基 和 的 一 个 对 称 光 ， 全 如, 分 集合 {@} 是 
对 称 算 子 Pts) 一 | 三 Pt{ag) 一 P(D(a 人 各 ) 的 全 体 , 刑 这 个 对 称 
类 的 张 量 是 对 你 的 ， 亦 即 鸡 于 1，2， 7 的 任意 排 型 一 有 

Bx X wy XX x XX Xp, 
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优 此 ;， 疝 果 187 基 对 称 算 子 PKe) 一 s 的 和 集合， 这 里 e 是 展 排 并 
时 , 取 gs 二 1, 而 9 是 奇 排出 时 到 5s 二 一 1, 则 集合 0} 决定 匀称 
张 量 的 类 ， 亦 即 对 于 a: i 一 具有 
六 

的 张 莉 的 类 ， 

对 称 算 子 在 研究 由 基 空 闻 % 里 糖 性 变换 部 导出 的 缠 里 楼 性 
变换 是 特别 重要 的 、 如 果 4 基 只 里 这 样 一 个 变换 , 则 由 公式 

CBX X Ka Xs KR)A = Dx xd Xs XK xrd 
求 定义 评 导 线性 变换 4 三 4 X 4 X -…. X 4， 显然 有 关系 
{24) (AB)s = AsBs. 
因 兹 15=1, 及 点 ;如果 且 有 一 个 省 变 措 4 则 AL 一 三 1， 
于 是 ,如 果 妇 是 满 秩 的 , 且 如 在 R' 的 如 性 变换 环 亿 里 是 满 秩 的 ， 
方程 (24) 指 出 : 映照 4 一 者 是 富 的 单 件 界 竹 名 的 音信 小 里 的 一 

由 定义 显然 短 , -省 与 每 个 对 称 变换 可 变换 ， 因 上 由 了 世 与 每 个 对 
称 算 子 可 交换 ， 如 果 z0 二 0, 有 (xz4A0)90 = 90， 让 个 提示 指出 ， 
张 量 的 任意 对 称 类 关于 必 形 状 的 上 映照 的 生体 是 一 个 不 变 子 空间 ， 
和 如果 上 LA) 表示 如 在 一 个 特别 对 称 类 里 的 请 导线 性 变换 ， 划 由 
《24) 得 关 笋 UCAB) 二 UCAIU(CB). 

他 将 埋 述 伴 称 张 是 的 对 称 类 的 特 丈 情形 ， 我 个 也 假定 下 的 特 
征 数 夭 2， 首 先 块 定 这 个 对 称 烧 的 … 个 在， 命 

志和 re X ei Xr Xs 
是 斜 称 卫 量 , 划 
(25) DENiie, X er, Xr Xe 
一 Be DE irer X er XK Xe 

六 因为 85' 二 se, 这 就 推 得 
C26) EN ir = pti 
拆 以 ,任意 两 个 下 标 正 换 就 改变 支 最 Sa 的 符号 . 这 个 结果 前 
一 个 推 戎 是 :如 处 件 意 两 个 性 相 等 , 则 有 人 二 由 特别 是 ,如 果 
r 之 x， 草 每 个 SHY 一 0 亦 序 (> n) 秩 的 匀称 张 量 只 有 0 此 
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其 ， 我 焙 还 知 ,不 论 ? 的 值 如 何 , 斜 称 张 量 的 表达 式 了 E12 Te; X 
* X er 理 有 了 两 个 二 相等 的 项 ea X en XXX ei 的 系数 为 0, 

所 以 这 些 项 可 以 去 掉 ， 次 融和 才 < <， 划 科 数 和 一 

scene。 所 局 , 包含 所 有 基 张 量 ej, X ei XXX ei, 的 项 侣 

任 为 

(27) Ea [eres er) (A 

这 里 


{28) [eei ei] = BD ger, X er Xe X ei, 
如 


[eie;, et] 显然 是 作 称 的 .。 还 有 ， 奶 虹 广 所 站 所 去 产 面 
《epeej er] 伪 有 基 张 量 
ej X es XXX er 的 一 个 集合 ， 它 与 集合 es, X er X 
X ein 欧 袍 是 室 和 集合 ， 所 以 :由 1， 2 关中 选取 -- 切 可 能 的 下 
标 页 扫 站 所 二 和 所 决定 的 癌 征 [erer ez] 是 线性 无 闫 的， 
于 是 ,这 些 向 最 构 成 匀称 张 量 的 空间 的 一 个 起 ， 这 个 基 里 元 至 的 
个 数 与 由 个 不 同事 物 里 选取 * 个 不 同事 物 的 组合 数 相 同 。 所 以 
这 个 数目 ”) 是 这 个 宏 靖 的 灯 数 

我 们 把 向 量 按 下 标 二 , 二，… , 志 作 字典 式 浆 次 ， 例如 ;如果 
# 二 3 而 7r 二 2, 剧 次 序 是 [ees], [eres] ， eei]， 如 果 (o) 是 线性 
变换 4 关于 基 (eiy ea ea) 的 阵 , 则 4 在 7 秩 甸 称 张 基 的 空间 
里 的 议 导 和 线性 变换 关于 字典 式 有 序 基 |e;ei。… eic| 的 陆 是 做 Ca) 
的 第 ” 复合 阵 , 杞 作 Cr(e)， 过 然 有 关 条 
{29) CAAAD) = Cm CB), 

今 将 找 C,(a) 的 显 形状 ， 因 为 so;4 二 wijej, 故 


中 了 
[ee 一 > BEd XK eid KX XK esd 
好 
一 > > Ea fi jy YY irr Xx i X*"* Xx Dyerr 
# 
(30) 


一 > > Eat dp re XX ej 
1 


" Iu6 人 


二 二 面 | 9 | 站 
> | epi MM irr {ey x SF x * ej)s 


1 


这 里 | ees £0 7 ce 表示 行 说 式 


(ai Gh Fie 
GPa 
2 人 

(21) 


1 

1 

a 

! 本 
ifs ir Eirirs | 


如 果 存 总 隔 个 了 相等 , 则 这 个 行 烈 式 等 于 0, 而 对 于 不 相等 的 访 


oi | 一 Se | i sctias | , 
这 里 让 芝 上 所 以 ， (30) 避 写 为 
[erses rr en] A = Bao il [enes ei), 


ei 

这 指 王 : Crs) 划一 个 限 , 宪 的 元 张 是 (oD 的 一 行 子 式 | oy,0i5 
os |. 

如 果 7 = w, 则 矢 称 张 星 有 基 [ ees*-'es], 耻 Crta) 一 det Co), 
此 时 (29) 特 下 化 为 行列 式 的 乘法 法 则 . 

这 些 提示 当 作 张 量 的 对 称 类 的 丰富 而 稍 复 末 的 理 苦 的 导 引 . 
这 亡 而 的 鹏 各 更 述 岂 威 尔 (WYeyl) 著 的 古典 进 (CClassical Groups) 第 
3, 4 两 章 (也 可 参看 威 得 遇 (Wedderburn) 闭 的 血 葡 府 祥 (Lectnres 
on Matrices) 第 5 章 ), 


加 题 的 


1. 正明 :「fta rn] SS DBT ta tm SS 
虐 [SEse si Snl 是 如 站 下 ey 的 玲 标 的 行列 墟 . 
2. 乾 明 : 如 果 组 是 郑 时 障 , 则 Cra 有 一 a1， 


3， 吓 天 ，det erton = {der (Cay). 
8. 向 加 空间 的 域 的 扩张 ”如 果 P 是 一 个 域 , 定 舍 有 为 党 域 ， 
出 P 可 看 作 肌 上 向 量 空间 ， 可 取 域 的 加 法 为 向 量 窟 并 的 加 法 , 取 
城 的 积 为 nt 于 与 &€P 了 的 炳 量 乘法 a$。 同 量 空间 的 各 公理 是 了 
的 车 合 律 与 分 配 律 及 重合 有 P 的 居 等 元 素 的 事实 前 直接 推 匣 、， 向 
基 宏 出 可 为 无 限 维 的 或 有 限 次 的 ， 例 如, 如 果 卫 二 名 (和 ), 这 里 X 
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是 一 个 不 定量 , 即 了 是 严 上 无 限 维 的 。 另 一 方面 , 如 果 了 是 复数 
靳 ,而 机 是 实数 子 域 , 则 忆 是 严 上 二 蕉 向 量 空 南 ， 

今 分 好 是 年 上 一 个 向 量 空 间 , 拉 分 弛 二 了 X 扫 是 作为 淖 上 向 
量 实 了 出 向 了 与 向 量 实 间 各 前 克 伦 内 克 积 ”，。 莽 币 的 元 素 的 形状 
是 王 p; X xy 这 里 py&P, 独 xziER， 分 5 是 PP 的 任意 元 素 , 因 为 
< 一 5 是 直上 卫 里 -- 个 老 性 变换 ,所 以 且 照 

Zp; X wi ZIP: X Ki 
是 一 个 自 闻 访 ， 使 用 这 个 结 提 和 寺 命 
(32) GEp; X ri) = Top: X 入 
末 定义 肌 里 一 个 纯 量 王 法 ， 风 我们 便 让 商 数 sz 是 单 值 的 ， 荐 且 
za 十 zi) 二 gz 十 gz2， 关于 入 量 滋 法 的 其 玫 公 理 可 让 接受 瑟 。 
所 以 , 素 可 看 作 卫 上 上 向量 空间 ， 我 何 把 第 记 作 号 厦 把 由 咬 得 由 
的 这 个 符 关 时 作 扩 张 基 域 @ 为 域 P 的 空前 ， 

P 上 Rs 的 凑 数 易 知 与 站 .上 条 的 砍 数 相同 。 这 因为 ,他 (01， 
629 984) 是 由 上 入 的 一 个 共 , 并 介 引 二 1 X ej;, 央 pi X ei 二 
PiCl X en) 二 piai, 埋 且 因为 任意 z ERKp 的 形状 为 pi; X oi, 所 
忆 宪 也 有 三 pie; 的 形状 ， 同 理 , 如 时 Zpis; 二 0, 卓 Zpi Xe; 一 0， 
三 且 因 为 e; 是 妆 上 黎 性 无 关 的 , 鼓 每 个 pj 二 0 

对 于 每 个 x ER, 命 * 二 1 X x, 则 容 易 检 查 得 对 应 x 一 * 基 
在 .上 问 量 空 商 吕 与 全 上 搞 s 的 一 个 子 空 间 肌 之 吉 前 一 个 等 价 ， 如 
果 我 们 感 音 的 话 ， 草 可 用 只。 的 子 华 合 品 代 替 空 间 员 ge 与 筑 
之 着 的 甘 系 可 用 下 告 的 坝 流 进出 : 

1， 和 ps 里 任意 向 其 的 形状 为 于 pjzi, 这 里 p; EP 了 ,而 训 € 筑 . 

2， 如 果 向 量 (&, 5， an) € 胃 ,并且 是 台 上 无 闫 的， 天 家 
们 得 是 P 上 无 关 的 . 

信 设 4 是 上 扫 里 一 个 禄 性 变换 ， 旭 知 睫 昭 二 pi X xi 一 
pp; X xiAd 是 和 Rr 里 -个 自 同 态 ， 我 们 还 立 知 , ' 世 是 P .上 Rp 里 -一 
个 嫉 性 变换 ， 这 个 上 映 则 吕 做 入 在 泊 p 里 的 扩张 , 我 们 用 辐 样 文字 


1) 严格 地 符 , 克 从 内 殉 岂 和 在 在 到 是 前 只 在 上 基 盏 上 上 有限 维 的 情形 性 明了 。 由 第 
妃 章 的 论 入 , 债 我 们 能 台 把 构 半 法 扩张 济 无 限 崔 情形， 
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表示 一 个 卫 照 与 它 的 扩张 。 如 时 (的 是 4 关于 中 的 基 (ely ez， 
en) 的 阵 , 刚 
SA 二 {1X erjA=1 Xe 一 天 Oies 
= al X en) = Zaijei, 
及 以 ,扩张 的 有 4 尖 于 基 (如 5) 的 阵 也 是 (Co 

4. 关于 阵 集 合 前 相似 性 的 ~- 个 定理 ”本 节 将 证 关于 阵 全 人 台 的 
一 个 定理 ,这 定理 自身 饰 有 趣味 , 划 且 可 以 毅 基 请 及 代数 理 花 中 一 
个 有 用 方法 ， 访 个 右 法 的 观念 是 : 如 时 基 英 取 充分 天 (例如 , 取 
代数 明 域 ) ;有 时 会 使 车 果 的 区 明志 为 容易 ， 所 以 ,我 们 可 扩张 基 
域 以 得 出 具有 必要 性 质 的 域 ， 然 后 面 对 着 问题 指出 最 后 结果 在 原 
有 域 上 也 成 并 ， 

我 们 要 许 壕 的 特约 半 题 她 次: 会 ww 及 ws 是 元 素 属 于 5B 的 讲 
的 两 个 集合 ， 设 下 们 异 元 素 属 于 扩张 城 P 的 一 个 陈 而 成 相似 , 居 
我 们 是 否 可 推 得 这 两 个 集合 可 异 元 束 属 于 省 的 -一 个 障 而 兢 相 仆 
了 呢 ? 

更 确切 地 新, 我 何 从 向 上 摘 里 各 性 变换 的 集合 呈 出 履 ,而 者 谍 
P 上 瑞 里 纱 性 变换 的 扩张 . 合 四 是 这 些 扩 张 关于 基 { 可 ;可 
所 决定 的 障 的 集合 ,这 里 如 二 1 X sj. 我们 已 知 ,中 里 所 有 阵 的 元 
素 履 于 域外 如 果 (wi, 4， ,zm) 是 了 .上 人 匠 ; 的 任意 基 , 而 二 
二 卢 ji2i 有 旭 肌 关于 这 个 基 的 随 集 人 台 是 (Pet ， 通常, 其 中 有 些 
自 的 元 素 不 属于 人 名, 但 可 能 会 有 (fn 和 下 而 集合 (of 三 全， 
令 将 证 奶 ;， 如 果 是 这 样 的 话 , 则 有 工 (中 , ma) 里 -一 个 障 {y) 存 在 ,使 
对 于 每 个 ta) Eom 有 

CIR = Cwm), 
全 将 在 中 舍 有 无 限 多 元 素 的 假定 下 证 朋 这 个 结果 

定理 5。 仿生 是 无 限 域 ， 替 令 四 是 元 素 属 于 中 的 障 的 一 全 华 
合 。 设 (2) 是 LCP, mn) 电 一 本 降 合 (af 二 由， 这 里 己 是 外 


1) 美 于 更 只 侍 有 限 个 季 志 青 必 的 枉 啤 多 村 宁 《【Dsuring) 的 其 风华 埋 验 攻 于 示 咏 
Odoische Thenrie ond Darsteliungstiieorie), 陀 下 数学 四 雪 {Math，Annalen), 党 
107, 弟 Hu--144 直 ， 
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的 一 个 接 人 党。 则 在 在 有 一 个 了 CY) EK, n) 代 对 于 每 个 (om 
有 (CYCOCYT = Cp Cp , 

证 用 (ew 表示 (Cpa) 昌 

Ct a) = (Calpe), 
井上 量 这 些 方程 等 价 于 Ca) 的 元 素 pj 的 齐 次 烤 性 方程 (可 能 无 限 个 ) 
舱 ， 竺 让, 这些 方程 前 柔 北 属 于 和, 次序 宅 位 的 形状 是 
ZB 一 0 (BE DY). 

先 把 {CB)} 看 作 硬 , 的 一 个 子 集合 , 关机 + 是 这 个 集合 的 秩 ; 并 部 
”是 {(B)) 时 (关于 田 ) 线 性 无 关 障 的 最 大 个 数 , 则 方程 Bi;s 二 0 
在 下 里 对 于 和 5 有 有 六 一 7 个 线性 元 关 解 ， 而 使 竹 个 解 部 基 这 些 解 
的 各 各 :和合 ， 全 (7 名) (7 罚 ) "(7Y 罚 是 这 样 解 的 集合 ,这 里 
疡 二 一 

其 次 是 痢 沿 如果 元 素 属 于 人 的 际 移 一 个 集合 基 面 上 税 性 无 
美 时 , 刚 也 是 忆 上 稳 性 无关 ， 这 是 显然 的 , 因为 袜 间 P， 是 扩张 室 
轩 更 =， 所 以 , 限 《y 中 ) CY) 是 了 PP 上 种 性 无关 的 。 我 们 知 
道 ,? 也是 集合 (8B)1 关于 了 的 秩 , 于 且 方 程 五 Bi 和 在 王 里 的 生 
性 开关 解 的 最 大 个 烤 岂 是 及 一 *，。 所 以 ， 我 们 轩 选 的 特 骂 解 (Y 池 )， 

(yy 信 )) 构成 P 里 解 的 基本 和 集合， 特 罚 丰 


Hii my 外 十 vy} 十 … 十 wy), 
这 里 ye 
令 以 条 性 元 站 的 不 定量 嫉 伐 赤 b5, 而 潜 卡 多 项 志 


det ( 荆 ix 
息 


因为 这 个 多 项 式 有 划 [ 而 和; 在 对 一 各 时 宅 的 值 是 
det 《4) 天 0; 奔 世 它 不 是 0 雪 项 臣 ， 因为 生 是 无 限 域 , 殉 可 在 下 里 
涉 取 信奉 三 且 使 det 和 Bay 革 ) 寺 09， 命 y5i 二 三 By 并 
会 (7) = 人 站 ， 划 (7) ECG ， 知 有 对 于 所 有 工 Bay 一 0， 

所 以 ,对 于 上 甩 人 Ca)， 


1) 参看 不 书 条 一 疼 , 篆 三 雁 , 12 的 省 理 10， 
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(Yo) = Ca) ry), 
齐 (Y) 矣 合 秆 再 的 看 求 ， 


效 题 1 
1， 知 果 艺术 南音 -一 了 诗 态 的 你 疗 , 而 对 于 鲁 示 加 任何 条 件 ,就 央 定理 5 


10. 代数 的 另 一 定义 ， 代数 的 克 伦 内 克 积 ”新 合 代 交 的 概 合 
已 在 第 一 章 介 加 过 ， 今 将 看 到 人 惜 克 佑 内 克 积 的 概念 可 答 出 代数 的 
当 -~ 个 简单 定义 ， 我 们 觉得 去 掉 芋 合 律 把 前 面 的 讨论 推广 是 有 好 
好 的 . 于 是 ,前 此 的 定义 就 疏 为 下 面 形状 :一 个 (无 顷 可 竺 合 的 ? 代 
数 包 是 域 和 上 一 个 向 晤 空间 ,在 虹 里 往 有 一 个 二 元 欧 法 xy 使 
(33) 《ri 十 ry = ry 十 x ry 十 加) = ry + ya, 

(34) OALxy) = Car)y = xtmy), 

条 件 (33) 及 (3 时 最 后 的 等 式 设 明 引 是 对 与 对 关于 鳞 法 xy 的 一 
个 积 衬 间 ， 疏 知 觅 昭 x X ?一 于 xy 基 克 伦 内 克 积 好 X 半 到 避 
内 的 一 个 入 性 变换 ， 

这 个 提示 用 作 代 数 的 第 二 个 害 义 的 葵 础 ， 机 据 这 个 提示 ,我 
全 定义- -个 代数 是 域 珈 上 -个 向量 实 间 敌 有 所 X 对 到 对 内 的 -一 个 
线性 变换 P， 在 这 翌 定 义 的 代数 里 ,可 用 买 式 
(35) xy = Fx X yp 
引入 一 个 二 元 积 ， 我们 易 知 ,C33) 与 (34) 荐 成 立 的 ， 坟 以 ,这 样 步 
又 显然 导致 与 讲 面 定义 相同 疝 概 念 ， 

次 设 L 及 L 辐 是 域名 .上 的 侍 半 代数 ,全 PP 是 9 X91 到 外 
内 的 稽 性 贞 照 , 印 xiy; 二 《xx X vi)Pi:， 信 作 克 众 内 克 积 二 和 LX 
号 , 关 洪 虑 这 个 宗 税 与 它 自 身 的 殉 住 内 克 积 % X 9， 我 全 知道 ,如 
果 区 19 Vl E91 而 X2y ya UW,, 基 岗 腿 


{36) x, XK x XK yl XX yar Tx X yl Xx XX ys 
十 哮 XIT= XX XX TI x XX A 的 一 个 等 
价 ， 和 此 则 


【 37) Xl X VX XX ye? x X yyP x 《wa x y2)P, 
是 对 X 所 妃 X 生 芭 对 二 XT 内 -个 各 性 时 腿 , 合并 (36) 
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与 (37), 得 Xx 对 到 对 内 的 一 个 重 1 和 I 曲 P， 鼓 半 带 着 上 腕 照 P 弓 
碟 域 囊 上 一 个 代数 ， 如 虹 导 Xx 与 必 y1X 入 起 对 的 项 个 元 
案 , 央 唾 时 它们 的 积 旦 


(38) (CBr X ra CTY X yp2) = Dry X xaya; 
这 因为 ,由 定义 得 
(Bx Xx XX P= Da Xn)P X (x X y2) Ps 
= xy X Xa 


这 样 定 习 的 代数 性 做 中 与 9 的 克 众 内 克 积 或 直接 积 .C38) 的 一 个 
直接 推 项 是 : 如 果 蚜 及 是 精 合 代数 ;, 则 克 伦 内 营 积 甸 二 Xx 如 
是 铬 合 代数 ， 

作为 代数 的 克 伦 内 次 积 的 概念 的 座 明 ， 邻 沪 定理 4 的 下 面 扩 
张 

定理 6。 代数 ORKXS, RxS) = FN, NR) XE(S, 后) . 

十 ”我 们 已 知 这 个 关系 在 向 量 空间 窜 义 下 成 立 ， 我 们 还 有 半 
条 (4 X BYC Xx D} 二 A4C Xx BD, 而 这 个 关系 指出 ,人 (% x 名 ， 
只 X 名) 里 通常 的 积 与 两 个 代数 的 克 估 办 克 积 里 定义 的 合成 重合 ， 

与 这 个 粘 果 略 汶 不 同 的 形状 巧 

系 =X 下 


习 巅 既 


1 合 了 是 他 数 虽 前 一 个 元 品 ， 并 兮 Rs 表示 由 2 决定 的 里 月 一 zz， 新 肯 ; 六 4 
是 玉里 一 个 横 性 变换 ; 述 证 昌 : 驳 巾 上 池 RR 是 外 到 由 让 里 所 有 线性 变换 苯 成 的 空间 
全 内 的 一 个 纹 性 变换 。 

2. 全 Ls 未 示 英明 一 wx。 且 明 : Lo 是 所 时 一 个 楼 虱 变 热 ， 而 * 人 上 ea 是 火 性 
映照 . 
3， 证 明 : 于 是 糊 合 的 必须 而 且 上 只 须 对 于 所 有 #, 上 5 有 LaRs 一 睫 La; 还 永明 ; 所 
旦 敌对 的 必须 而 及 只 用 RaRs 一 Rast LaLs = Lya)， 

4. 爹 半 是 以 1,1,j, 上 为 基 的 实 四 维 数 代数 ,这 电 

六 
站 明 ; 对 守 宇 旬 。 
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第 入 章 
线性 变换 环 


我 全 在 本 章 轩 获得 有 限 灯 向 及 空间 的 所 有 线性 变换 的 环 2 的 
基本 性 质 ， 我 们 决定 这 个 环 的 双 便 , 左 及 各 理想， 我 们 还 将 出: 分 
别 上 由 向 量 空 并 凶 与 各 决定 的 两 个 环 扎 与 总 不 是 同 构 的 : 陈 非 怎 
何 所 施 为 的 空间 是 沁 构 的 。 在 讨论 的 自 同 构 时 ,时效 赫 虚 一 种 
重要 的 变换 类 型 , 吓 做 秆 线 性 变换 : 拖 推 广 了 线性 变换 的 汤 念 . 

.的 单 策 性 ”我们 将 要 看 到 研究 除 环 入 上 向 量 实 并 尔 里 
所 有 嫉 性 变换 的 环 8 的 方法 有 多 种 ， 我 们 可 考 虑 的 第 一 种 是 把 
作为 一 个 际 环 ， 我 们 引 太 由 负 的 一 个 特殊 基 《eu ez，"**, en) 己 
定 的 “ 阵 单 位 ”Br 的 集合 ， 定 义 ;是 能 合 


(1) er 一 be; (rr 一 1 2 ] 
的 弹性 映照 ， 由 菇 向 呈 的 核对 可 琶 评 
(2) EiBEir 一 GABE, 

ZE = 1. 


次 引入 与 限 diag {a, ea ,ej 的 集合 对 应 前 线性 变换 的 伞 
合 £， 这 些 阵 是 由 与 入 里 每 个 & 相 健 的 米 性 频 照 得 出 , 这 里 < 
使 
(3) eid = ges, 
必须 指 下 ,zx 对 于 着 的 作用 基 然 与 由 蔓 乘 法 ai 相同 , 但 这 些 变 掀 
通常 不 是 羽 等 的 ;这 因为 ;如果 > 一 Zéei, 有 ax 一 工 (ae:)ey 而 

4 区 二 Téa DENAea) = Déin) es, 

所 以 & 二 oi 此 须 而 且 只 人 须 & 属于 入 的 心 。 我 们 还 注意 到 a 与 基 
的 渤 择 及 与 % 有 关 ; 册 于 我 他 大 部 分 只 附着 一 个 基 , 所 以 与 林 的 相 
关 性 无 浪 表 扬 ， 
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盘 性 变换 与 孟 迪 间 的 基 术 对 应 把 量 diag {a， ys x} 与 如 
相伴 ， 这 些 障 的 全 部 是 Aw 的 一 个 子 环 , 与 全 同 构 ， 所 以 ,是 
的 - -个 子 环 与 人 同 构 ,而 对 应 a 一 是 一 个 同 构 , 


容易 验证， 
(4) 人 Fi = Eijk, 
计 电 如 果 eA 二 ayej, 则 
(5) A = Tak = TE 


故 作 涤 4 E85 可 与 成 Bi 的 克 性 粗 合 , 承 六 EA， 对 于 趴 达 式 4 二 
卫 mBij 的 腔 数 达 有 重 费 公式 


(6) pe = 之 Erif Bja, 


这 个 公式 使 找 们 能 够 简单 地 证 朋 : 8 是 一 个 单纯 环 ， 亦 朗 证明 : 
里 双 便 理想 仅 有 0 及 全 自 筷 ， 令 分 加 是 人 时 二 个 非 基 前 双 便 理 
想 , 关 分 B 二 于 BisEij 是 名 里 非 堪 元 素 , 则 每 个 Bj 二 之 EwBEx€ 3， 
如 果 Bos 天 0, 阳 1 二 BorBal 也 居 于 名 ,着 且 由 此 可 扒 得 8 里 每 个 
如 合 于 名 里 ， 所 以 ,和 二 全 

定理 1.。 有 惨 雄 向 景 内 出 里 缔 性 党 挤 下 8 是 单 邱 现 ， 


加 是 时 
]， 证明; 名 是 与 Bi 可 实 搞 的 辖 性 变换 的 生体. 

2, 算 子 方法 今 将 用 算 子 方法 答 的 单 吉 性 以 男 一 种 证 朋 . 
全 人 黑 是 & 里 一 个 非 需 的 双全 理 起 ， 秒 证: 如 果 [x] 是 改 的 任意 一 
维 子 空 款 , 则 时 含有 和 在 [x] 上 的 射影 玉 合 关 0 属 于 加 ,并 分 
RB = [py, y29 "9 yr], 这 里 ys 是 焰 性 无 闫 的， 介 x 号 使 XB | 
加 的 一 个 向 量 ， 疫 们 可 找 得 --- 个 如 性 变 挤 4 使 yA = 而 i>1 
时 yjdi 二 0。 于 是 :xd 二 J 二 所 以 ,EB 三 B41 是 筑 枉 
Lx] 上 的 一 个 射影 。 今 合 C 及 局 是 线 竹 变换 鸽 xC 二 x 及 xD 二 x， 
于 是 ,如 果 EE= CAED, 则 RFE 二 RORED = [xn]D= [x] 而 xF = 
CED = ABD = x ==, 眠 坟 ， 五 是 和 中 企 [x] 于 的 一 个 种 彩 
因为 EE 二 CED, 故 EE 
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他 合 忆 是 疾 里 有 极 大 秩 的 一 全 射影 , 则 可 断言 关 三 1， 责 划 ， 
© = 3igC 和 ,着 且 有 非 替 向 量 = 存在 全 xzE 二 0。 因为 我 们 已 知 ， 
各 含有 中 在 [z] 上- -个 射 凡 FF， 今 全 二 上 十 玉 一 EF。 如 时 
* 七 含 ,。 蜡 

x = xE+xrF— xEF=x xF— t= 


绸 朋 ， 
sG = s+ sr zr = xF=%, 

玻 忆 在 仿 十 [*] 里 有 恒 等 映 沼 的 作用 .于 蚌 ,WG 导 RE 十 WF 二 
各 十 [gs， 所 以 ，G 是 比 互 有 较 大 的 秩 的 射影 ， 因 为 如 E 和 ,这 与 
百 的 光 择 了 矛 厦 ， 辟 条 互 三 1E 轨 ， 这 天然 意 吃 着 由 一 中 

使 用 类 侨 方 法 可 放下 别 前 定理 , 

定理 2.。 人 如果 8 是 入 上 外 里 将 性 兢 换 的 玫 ， 则 反 过 求人 是 
与 里 所 有 搓 换 可 交换 六 怕 里 自 同 凡 的 整个 集合 . 

证 分 C 蚌 与 2 的 符 个 元 素 可 交换 的 条 里 一 个 自 司 恋 ， 如 
归 x* 是 筑 里 任意 向量, 则 * 与 xC 是 线性 相关 的 ， 否则 存在 有 一 
个 4E8 合 x4 = 一 0; 民 (ed4 关 0 这 就 与 0 一 (sdC 一 xC4 
子 盾 .。 故 对 于 每 个 * 头 和 有 zwC 二 Y:x。 今 全 x* 及 ?是 任意 两 个 
非 老 向 黄 , 则 


Xe = Ys 3C yy, 
田 一 方面 有 一 个 BEL 存在 使 x8 二 y。 于 是 ， 
yO = xBC = #0CB = yxB) = Yey, 

故 Y; = Y;， 这 证 明 对 于 上 所 有 非 喜 的 * 有 xC = Yx， 因为 这 对 于 
* 二 0 也 成 立 , 故 上 是 和 纯 芋 和 琵 污 ?5 

3.% 的 左 理 福 ”取决 定 8 的 单 伽 理想， 我们 将 使 用 另 ~- 个 技 
术 , 即 把 8 作为 一 个 积 替 洲 考 虐 . 分 听 是 关于 双 绥 性 形式 g(x ,x') 
与 筑 对 任 的 一 个 石 向 量 空 朗 。 如 同 前 童 罕 义 x X y 为 映照 * 一 
g(x ,x jy， 这 里 wxw 《RW 而 y€R 则 知足 关于 这 个 病 法 是 直接 积 
RR xR 

命 状 虑 两 个 映 昭 x X y 及 w Xv 前 积 的 下 示 法 ,天上 有 下 阁 的 
方程 ; 
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x XK ya x 的] 一 多 eof Xo) 
= gg(x, ¥ )y, me 
= glxy x ety, re 

Re YC, te JPy 


这 指出 

(x XK yu Xp) ray Xo Xp ys 
更 一 般 节 :如 果 使 用 和 分配 律 , 则 知 
(7) (Ex X yOEa X 0) = Driglyiy ee X 四 

= Ex X glyis Hor, 

这 个 直 本 葬 法 法 天 指出 怎样 丰富 二 RX 中 里 作 单 侧 理 想 , 合 
全 是 提 的 任意 子 裕 间 , 关 命 3 二 R' X 5 是 形状 如 Rui xX vi 的 
条 性 变 撞 移 全 体 , 这 里 wu;ER' 而 vj&E。， 显然 3 在 加 法 与 臧 法 下 
是 闭 的 。 由 (7) 还 知 , 3 在 由 全 前 酝 意 元 来 所 作 的 左 鳞 法 下 圭 半 . 
下 3 是 一 个 大理 想 ， 仿 此 可 上 内, 如 果 后 是 入 的 一 个 子 空山 ,出 
映 脱 可 xi X yj; 的 侈 休 人 3 二 SX 喘 是 2 好 一 个 右 理 往 , 这 里 xj 
人 而 六 E 渍 . 

我 们 要 证 的 主要 结果 是 ; 理想 RR x 与 6 X 人 是 吕 里 公有 
前 单 俩 理想 。 先 考 虑 在 起 想 。 分 3 显 & 里 任意 非 零 左 理 板 , 着 
分 所 是 3 里 号 的 所 有 秩 子 实 间 %B 的 联合 。 如 时 8 天 0, 央 可 写 


” 


加 二 >, oj X vj， 这 里 + 基 B 前 牧 ， 于 是 , 易 知 集合 (ol vy，"…， 


1 

vr) 是 RB 的 一 个 直 ， 而 (vi, 翅 ， wr) 是 RB' 的 一 个 基 , 这 里 
8 是 五 的 折 慷 "因为 v€%8B C 全 ，、 所 以 BER' x 与， 于 是 ， 
SCNR X 5S， 次 合力 ; :是 使 So 区) = 6;; 的 向 量 , 着 
分 x 吉 ，… 和 是 轴 里 性 将 向 量 ， 命 4 二 避 x;i XX yi, 有 旧 由 (7》 
得 

(8 AB =— 飞人 一 

而 这 个 线性 变换 属 主 3。 这 声明 : 如果 4 二 写 Byv; 号 RB 里 任 音 


1) 敌 看 单 五 章 的 5， 
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向 量 , 侧 x 是 委 里 征管 向 避 . 旭 股 照 x* X wv 二 xB; XeES。 
我 们 还 得 ， 如果 访 , BJ， -+ 是 3 里 任 音 线性 变换 ,而 wz 中 是 台 j4 
里 侍 音 向 入 , 皮 BBxi Xo 和 ED 计生 CY ,而 这 证 明了 下 
而 询 定 理 . 

定理 3。 全 里 和 舞 不 杰 理 祝 9 前 形状 为 各 X 全， 这 里 全 是 各 
的 一 个 子 空 间 .， 子 空 间 人 后 事实 上 是 所 有 牧 崖 间 RB 的 便 集 , 玉里 
BES” 

这 个 辕 果 也 可 用 另 一 种 右 式 列 由 ， 合 6 是 下 的 任意 子 空 间 ， 
定 立 S(G) 是 中 里 使 和 R85 的 PB 的 凶 体 ; 显然 了 (SG) 是 中 里 一 个 
在 理想 ， 汶 一 方面 ,分 3 是 里 性 党 太 理 息 , 大 日 如 前 分 全 是 所 
有 半 实 间 RB 的 合集 ,这 里 BES3'. 显然 3'C3"(6), 大 有 量 定理 3 指 
昌 3 = 二 NXx 56， 邻 合 BE3(5), 旧 和 轴 B 忆 写 , 诗 且 如 时 8 二 
[eo way "vr ;这 里 vi 是 线性 泡 关 的 ， 央 如 二 Eu; X wi 于 
是 , vi €5, 而 了 ENR X5=S， 状 人 Y= 人 (CE)， 干 是 定理 3 有 
下 面 的 男 一 个 形状 , 

定理 和 全 里 每 个 杰 理 想 3 的 形 讨 为 3"5), 入 里 3'(S) 是 
把 揣 岗 到 一 个 和子 空间 合 夫 的 闪 性 杰 换 的 全体。 空 闻 后 是 属于 了 
的 吏 照 的 忽 空 间 的 牟 集 ， 

尝 理 3( 或 们 在 各 的 子 答 半 的 集合 与 8 的 左 班 想 的 集合 之 也 
赴 立 一 .个 1 一 上 对 应 全 一 入 X 5(3(65))， 站 个 对 应 显然 保持 灰 
序 ; 如 果 了 6, 莽 R X 全 对 第 Xx SS， 故 得 吕 的 子 密 间 格 蔬 
8 的 左 理想 覆 的 一 个 格 同 构 . 


红 题 #64 

1. 如 果 SS 是 一个 非 零 左 [ 诈 , 冯 合 ) 理 想 , 而 不 能 容 在 有 大 ( 右 , 双 介 ) 现 粮 S 使 
3" 0, 刚 守 时 像 模 小 让 (种 , 汉 例 ) 划 概 。 亚 姑 : 多 可 有 极 小 太 坚 术 , 并 成 官 
们 的 形状 。 

2， 各 果 全 是 一 个 起 (在 , 双 阐 ) 刺 概 , 六， 并且 不 能 存在 在 (有 , 双 锐 ) 埋 模 9 
使 全 C 3* 忆 名 ， 则 祁 丰 做 神 大 交 ( 布 , 芭 风 ) 吾 根 。 普 明 : 了 拷 有 很 大 夺 理 要 ,并 找 
它 全 的 形状 ， 

3， 评 避 : 如 果 了 是 陈 环 An 最 一 个 嵌 需 宜 , 这 里 和 是 一 个 除 环 ， 则 L(A, 太 
时 有 有 一 个 阵 Cp) 存 守 使 C4) SC 是 尺 状 细 
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eo es so 0 0 
Ce ee D0 
: na nr 0 + OD 

的 隆 的 集合 ,这 下 ai 起 任 意 的 
4， 放 组 : 友 的 每 个 左 理想 是 四 同 势 元 崇 瑟 生成 的 一 个 生理 梳 人 EE. 
4 右 理 想 ”如果 SS 是 中 里 -- 个 右 理 想 , 则 折 转 六 的 集合 3 逮 
对 惕 写 丙 里 姥 性 变换 环 8' 的 一 个 左 理 想 ,这 里 了 ES3， 还 有 3 
是 3' 里 映照 的 折 苇 的 集合 。 所 以 我 们 可 由 3 的 形状 演 粹 出 3 的 
形状 ，。 如 果 把 定理 3 应 用 到 S$， 央 知 3 二 Sx“ 锡 ,， 宪 是 贞 昭 
本 xiX yi 的 合体 ， 这 里 wi E56' 而 yi EN, 并且 宫 xiX 3 坦 示 上 映 腿 


C9) x 一 oa 
所 以 蚌 妇 里 网 腿 
{10) x Det, XO yr 


的 全 体 , 评 3= 6 X 藤 ， 于 是 得 下 面 航 定 理 , 

定理 5.。 台 里 每 不 而 理想 3 的 形 装 为 后 X 针 ,该 时 名 是 统 ' 
约 一 涉 子 空间 . 

在 下 的 子 窒 闻 与 中 的 右 理 租 之 稍 还 可 得 一 个 对 应 ， 蓝 达到 这 
个 日 的 ,考虑 并 里 向 量 Y 的 子 空间 全 =y(5 使 对 于 后 里 了 甩 有 y'， 
ECy 7 二 0 各 果 yE€5 而 BE3, 有 由 (10) 得 y8 二 0， 如果“ 
基 尾 次 向 量 对 于 里 所 有 8B 也 使 zB = 0, 如 对 于 上 所 有 xiEE 仿 及 所 
有 yi ER, glz, ry 天 0。 如 时 素 y; 是 线 性 无 关 的 , 吊 由 时 可 
推荐 gs xz) 二 0， 克 z€ 人 ， 于 是 全 前 特点 可 设 是 帘 3 里 每 个 
B 所 零 化 的 向量 的 爹 体 ， 次 训 C 是 对 于 有 所 有 y E55 能 便 yC = 0 
的 任意 线性 变换 ; 写 下 C 一 写 xi X yj, 这 里 % 蚌 六 性 无 关 的 ， 肥 
0 二 yC 一己 gxi， 因此 对 于 所 有 yE€5, glysx1) 二 0.。 所 
以 ,一 j(j(5 人 个) 二 56', 而 CE3.。 故 还 狮 出 3 是 把 名 里 
每 个 向 盘 罕 化 的 厂 尾 变换 的 要 体 ， 施 作 3(S) 这 证 明了 了 以 下 完 

定理 6 六 里 筑 不 右 让 各 驴 的 形状 为 3(G6)， 这 是 零 化 一 个子 
空间 名 的 想 性 网 换 的 集合 ， 子 空间 后 是 被 每 个 BES3 所 零 化 的 向 
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重 的 他 体 . 

因为 6 是 吕 虹 任 意 子 实 间 , 故 白 是 入 里 任 人 辣子 空 间 ， 如 时 
与 是 所 的 任意 子 宪 月 ， 在 开始 时 显 兄 需 化 全 的 焰 性 变换 的 多 体 
刍 = 3(E1 生 2 里 一 个 右 理 根 . 上面 答 放 指 出 :区 3(S) 里 每 个 喘 照 
所 导 化 的 向 量 只 是 全 时 的 向 量 ， 我 们 还 全 证 得 ， 每 个 右 理 想 的 形 
状 为 汇 各 )， 故 台 一 34S) 是 史前 子 宗 关 的 策 合 与 中 里 右 理想 的 
策 合 之 间 前 1 一 1 对 应 .显然 这 个 对 应 是 斤 序 的 , 亦 即 ;如 果 司 二 
所 RI3S) CE SG 


习 亚 6 


1， 设 出 并 且 永明 习题 作 里 各 题 舌 于 在 于 人 恨 的 类 代替 时， 
2 年 轨 : 如 果 殷 是 一 个 非 种 左 埋 由 ， 则 被 全 星 所 在 继 性 变 机 等 化 的 向 量 只 是 
z= 二, 


3, 使 用 定理 6 太 前 照 胜 明治 是 意 糙 的 ， 


5. 纤 性 变换 环 的 同 构 兮 S 是 只 里 一 个 非 零 右 理 想 ， 旭 有 一 
个 向 量 x 存在 使 象 * 如 的 莫 合 x3 不 是 0, 这 里 日 ES9， 如 黑马 及 
Ba 属于 S, 由 
C11) xf 十 Ba) = xB, + xB,. 
古 册 ,映照 如 一 xz 是 3 的 训话 录 芭 和 内 的 一 个 同 态 . 故 在 这 个 
摧 态 于 加 x3 是 沦 间 的 一 个 子 看 , 今 将 如 *3 事实 上 是 整个 顺 ， 首 
先 训 衣 x3 由 每 个 4 Eee 了 映 到 它 自 身 ;这 因为 ,如 果 y Ex93, 则 对于 
其 此 BES 有 yy 二 zB, 而 yA 二 xBA 二 x8 ,这 里 B= BA4E€9. 
所 以 ,yA x3, 

次 要 计 x3 在 纯 量 乘法 下 蚌 闭 的 .如果 wEAa ,期 & 里 有 一 个 
好 站 在 使 y4 二 ay。 于 是 , ay 二 y4 属于 x3， 放 知 约 是 一 个 非 
规 子 鹤 关 , 在 上 下 不 变 ， 我 何 已 知 ”, 这 种 子 空 关上 只 有 郧 自身 ， 改 
得 下 面 的 引 理 , 

中 理 4 如果 是 一 沾 非 零 右 弄 想 ,而 * 是 使 x9 天 0 的 一 个 
向 晤 ,上 则 x3 二 和 %. 


TD) 内 和 胃 弟 四 章 ,了 1， 
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其 次 , 我们 兰 出 机 B- 一 全 木 只 下 合同 态 , 亦 部 这 是 - -个 
人 和: 子 或 模 辣 态 ; 这 只 是 意味 ¥ FF 
{12) BA— (xB)A, 
因为 (xB)4 二 xCBA)， 有 所 以 这 是 显然 的 ， 于 是 ,如 果 上 以久 开 示 这 
个 跨 照 , 刀 (127 禹 骨 
(13) {BAW = (BX)A, 
这 个 方程 对 于 所 有 BE3 及 所 有 4 £82 成立. 

方程 (13) 指 由 :向 访 XX 后 核 不 只 是 3 的 加 法 菇 的 一 个 子 看 ,而 
是 环 中 前 一 全 右 理 想 ; 这 因为 ， 如 时 焉 二 0 则 (BA)X 二 (BX)A 二 
04 二 0. 所 以 ,如 果 3 是 -一 个 稻 小 右 理 想 , 则 交 的 核 是 0; 这 就 是 
说 : 多 是 一 个 出 攀 . 

引 理 2， 如 时 9 是 一 个 标 小 右 理 想 ， 而 xS 关 0， 则 同 态 多: 
B 一 x 是 3 到 x3 二 汽 上 的 一 人 不同 措 . 

如 果 X 表示 只 到 3 上 的 入 中 有 照 ,而 省 表示 3 里 疝 和 琵 法 
了 84, 划 由 (13) 得 4X 一 2 4， 收 
(13") A = AX 
间 莉 空间 与 吧 的 任意 极 小 右 理 想 之 问 的 这 个 关系 答 出 即将 介 克 的 
线性 亚洲 环 上 若干 可 注意 车 果 的 基本 理由 ， 第 一 个 结果 是 下 面 的 
定 埋 . 

定理 7， 有 似 吕 G 一 1 2) 是 除 算 A 上 一 个 向 量 空 间 ,送信 
2 是 Ai 上 ;里 友 性 楼 换 的 更 ; 如 果品 国 杰 于 名 。 则 入! 辐 杰 于 
从 ;而 两 个 空间 有 相 局 雁 数 , 

契合 中 是 品 到 总 上 的 一 个 同 构 ， 芽 全 有 是 品 里 一 个 概 小 
右 理 起 ,出 象 9, = 3 中 是 2 里 .… 个 棚 小 右 理 想 ， 全 和 是 上面 定 
义 的 9; 到 名 ;上 的 一 个 同 构 ;如 果 A1 EB 草 
(C14) A = AN, As = XA 
如 时 记 E33 居于 有 (BA 中 二 (BB 让) ,白人 A 一 上 CA 中)，， 
这 里 4 十 表示 二 在 下 的 染 ( 在 这 个 站 明 中 都 使 用 这 样 吉 示 ,; 不 
再 总 好)， 于 有 是， 
《t+57) 《di 中) 一 i 
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合作 (14) 与 (15) 得 
A 二 Xi CA) NK 一 Xi A PX 
= XT HK) AAXT pxX2), 
因为 从 基 尔 到 3 上 的 一 仿 同 梅 . 由 是 3 到 3: 上 前 一 个 同 构 ,而 
六 是, 和 到 名; 上 上 有 一 个 辣 攀 , 所 以 映照 0 二 X77 da 是 中 到 号 上 
的 一 个 司 检 ， 我 他 双 已 县 了 
(16) Aib = UAU. 
分 全 ma 表示 和 % 上 一 个 部 量 屯 法 ， 因为 mr 与 全 个 41ER1 可 奖 
换 , 故 CanpD 与 每 个 41$ 可 变换 ;从 而 与 每 个 .ja Eee 可 次 的 , 由 
定理 2 知 , 这 可 推 得 UT'ayU 是 多 里 一 个 纯 量 乘法 ， 二 理 , 如 果 
ca: 是 中: 里 年 音 粮 量 弱 法 ， 表 mr 一 Beam 是 莘 | 蜂 -一 个 纯 晶 环 
法 、， 显 然 UTlgwD 二 ver 于 是 ,上 觅 妥 aay 一 Eeeu 是 Ri 里 纯 量 
乘法 的 环 Au 到 3 星 苍 量 巧 法 的 不 A2 上 的 一 个 同 构 。 今 合 中 袁 
示 人; 里 使 
(of To 

的 元 素 , 出 这 样 央 定 向 映照 # 是 Ar 到 A: 上 前 同 构 ，。 对 于 多 :里 任 
意 的 及 Ai 单 任意 的 m， 我们 有 
' CoaxsDU = (xia = (v0 UT md) = (xU) or Drs 
或 
(17» (orn = ot Cx DD). 
这 个 胡 称 指出 : 员 与 有 相同 的 众 数 ， 分 (a ea er) 是 
么 上 各 的 一 个 基 , 则 人 尾 深 的 x 二 王 生 cei， 这 里 iA， 于 是 ,由 
(1 得 xU 二 守 (er DU 二 写 部 (eiD0), 而 向 量 eiD 是 号 的 生成 
元 需 . 如 果 芷 ej 之 闻 还 有 一 个 关 尔 , 则 可 把 它 写成 守 & (eiU0) 二 0 
的 形状 ; 于 是 ,(Z6e 站 一 0 而 有 与 各 部 显 n0， 这 就 完 丰 了 让 
朋 , 

实际 .上 我 们 前 菊 出 上 比 要 诈 的 更 多 的 车 果 .为 着 光 出 精确 的 鞍 
站 ;我们 将 使 用 厂 性 变换 概念 的 一 个 重要 推广 , 仿 定义 宪 如 问 : 会 

旦 和 :上 了 向 量 空间 多 到 A; 上 癌 量 空间 号 的 一 个 上 映照, 如果 1) 
了 是 关 这 于 的 -个 辐 关 呈 2) 有 AA 到 入 ;上 的 一 个 间 构 # 存 在 使 
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对 于 所 有 x ERi 及 所 有 mE Ai， 

《wz 一 a"(xU), 
则 映照 时 做 中 线性 变换 。 如 果 w 是 另 一 个 同 构 使 上 面 的 方 稳 
成 立 ; 草 对 于 所 有 x; (wr 一 ?CzU) 二 0， 万 以, 如果 可 天 0, 出 
a 天 0; 则 # 可 由 也 叭 -一 决定 ; 
而 在 此 禁 生 形 , = 就 但 微 忆 的 相伴 同 构 ， 

会 U0 时 和 Ni 到 观 内 的 -个 于 线性 变 挽 ,而 UU, 是 RK; 淹 第 三 个 
向 民 空 间 上 委 ; 内 的 一 个 秆 克 性 变换 ， 合 由 与 妈 分 别 是 六 与 到 的 
同 构 , 寻 

{Coax UU = Carr FTP 一 gt xl 
于 是 , UD 是 其 到 9 内 的 一 个 牢 和 线性 变换 ， 带 有 相伴 同 构 mw， 
次 识 UI 是 多 到 WW 上 的 1 一 1 洁 线 性 变换 ， 并 合 Zi 表示 写 的 赣 
变换 , 剧 由 fax) 二 anCx0n) ,得 ox 二 (an(xUDDU7 以 x 代 
x 以 a 代 a*m, 有 这 个 万 程 变 为 (az 一 az。 所 以 ， 
Ui! 是 带 有 了 辣 构 好 ! 的 叶 绥 性 变换 . 

这 些 操 示 指 出 ， 如果 A1E8, 而 已 是 咬 到 唐 : 二 的 -个 1 一 ! 
牢 稻 性 变换 , 则 DUO EB， 显然 ， 41 一 ULVU 是 名 荐 饭 .上 
的 - -个 同 构 ， 这 竺 果 自 然 屁 较 平 凡 的 ,但 能 确定 道 定理 的 哆 浆 ,而 
这 就 是 方程 (16) 与 (17) 指 出 的 事实 . 

定理 8 名 到 包 上 的 在 意 同 可 41 一 A 四 是 由 各 到 名 上 移 
一 小 1 一 | 半 上 性 万 换 局 拾 出 , 亦 部 4 而 二 ET 

由 此 律 下 面 的 柔 ， 

屁 名 的 任意 自 同 构 是 由 损 到 定 自身 上 的 一 沾 1 一 1 半 臣 性 
釉 换 蕉 出 . 


副 题 拘 

1 和 (er ers er en 是 筑 的 一 个 归 , 寺 全 是 组 到 官 自身 内 的 一 个 个 艇 疆 
换 ， 如果 250 一 Banei, 则 (0) 古 U (关于 焰 定 的 盐 ) 的 库 。 证 明 ; 口 瑟 由 (om 发 相 
侠 上 局 梅 完全 决定 ， 求 答 出 已 关 于 第 二 个 天 将 由 区 变换 公式 肚 明 :如果 (00 是 一 -个 
耳 , 帮 # 是 一 个 自 同 棉 , 则 尘 于 任 冲 对 (Co 纪 有 一 个 补 线 性 变换 与 它 对 应 ,这 个 变换 
关于 【el eg) 的 生 是 {97 ,而 官 的 自 同和 构 是 站 

2， 如 果 忆 是 半 糙 性 变 雇 名 他 联 (2) 大 自 同 构 as 号 下 站 人 个 - 半 明 : 衣 打 
VD VD MU CD, ,这 里 Cr 二 (OF), 
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3. 新 明 :; 一 个 子 空 尖 全 浴 一 个 侍 粮 性 次 竹本 下 前 入 全 0 是 一 个 子 空间 ， 薄 时 ; 
由 蛮 换 如 暴 到 0 的 向 量 的 人 个 引 寿 一 个 子 生 间 . 户 臣 : 杂 数 关东 dim RU diin 3= 
好 。 

4. 证 明 : 莉 景 到 法 是 站 夫 性 变换 , 

5. 党 吕 县 域 正 上 向 景 空 闻 果 炎 性 杰 培 的 环 。 新 电 : 阅 时 宣 心 的 元 囊 不 变 的 客 小 
身 同 构 县 再 疝 同 构 , 亦 好 具有 版 状 竹 六 上 +A0, 这 时 UL。 
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第 九 章 
无 限 欠 向量 空 间 


到 此 为 卡 我 们 专集 中 注意 为 于 并 流 育 限 灯 向 量 实 知 ， 世 然 有 
限 情 形 的 基本 概 众 确 是 可 用 于 任意 富 关 ， 而 对 于 没有 有 有限 基 的 痊 
疼 所 有 这 些 概 从 是 否 都 是 有 效 因 不 是 电 然 的 ， 

本 章 介 胡 任 意向 量 这 疗 的 研究 ， 这 种 宝 间 的 讨 散 和 构 成 坟 新 的 
研 窒 先 越 , 宛 的 上 发展 在 很 天 程 许 上 是 受 分 析 . 上 需要 的 影响 ， 最 主 
要 的 应 用 在 合用 代 数 上 概念 外 也 使 用 丘 失 上 栓 念 ， 这 些 应 用 的 出 
发 点 基 拓 扑 向 基 空 中 的 构 念 。 另 一 磊 面 ,我们 篆 我 到 关于 仔 意 ( 窗 
散 ) 疝 量 空间 的 若干 有 有 却 箱 毕 ,而 这 些 就 是 这 里 要 齐 前 的， 拓 和 了 裤 -上 
概念 在 讨 葵 开始 时 站 有 田 更 ， 己 在 考察 线性 变换 的 梨 台 上 贡 些 自 
然 丘 扑 时 将 要 还 汉 ， 我 们 将 用 这 些 概 念 输 纯粹 代数 的 略 果 以 箭 单 
的 评述 . 

我 们 机 竹田 的 坪 多 辕 信 者 是 有 限 捕 还 上 和 料 果 砧 直 接 推 广 ， 但 
有 一 些 本 后 上 凑 别 ， 电 重要 阅 粹 别 是 一 个 向 基 空 间 交 共 乾 给 并 的 
共 电 空 阐 不 与 原 米 窒 间 重合 , 事实 上 ,如 果 叶 是 光 限 稚 向 量 空 膨 ， 
则 dim Si* > dim 折 , 而 这 就 阴 碍 了 方程 %** 一 各 的 成 下， 

本 登 未 了 部 分 又 提 济 生性 变换 交集 合 的 研 宅 ， 我 个 将 见 到 披 
条 的 基本 引 理 使 自 同 态 的 不 可 狗 和 集合 的 理论 能 化 简 力 编 性 亚 换 的 
不 可 和 狗 集合 的 理 舌 . 这 个 引 理 之 外 ;我 个 还 永 骨 关于 和 线性 变换 的 
不 加 蒋 和 集合 的 一 个 稠密 性 定理 ,家 是 物 轩 塞 得 (Burnside) 的 一 个 古 
典 定理 的 推广 , 

征 前 前 考察 止 起 有 限 情 形 自然 需要 更 党 有 力 的 逊 加 工具， 站 
中 特别 要 规划 和 八 册 人 fZorny5 理 及 基数 理 咕 ， 我 休假 秆 苦 者 对 于 这 
些 概念 及 折 扑 的 粳 亡 和 已 热 入 
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i. 基 的 存在 ”分 江 是 除开 A 上 -- 个 椰 党 向量 宏 间 ， 我 全 
知道 , 如果 贡 里 繁 个 向 是 都 基 员 的 一 个 子 第 谷 5 里 向 量 的 (月 限 ) 
缕 性 调 合 , 天 5 叫做 莫 的 和 成 元 来 集合 ， 如 果 5 的 每 个 有 限 子 集 
合 了 是 线性 无 关 的 , 则 3 基线 性 无 关 集 全 . 一 个 一 性 无 关 的 子 集 
合 了 他 是 生成 元 素 和 集合 时 ， 则 B 是 一 个 功 ， 上 时 每 个 向 鞭 有 一 个 方 
法 而 且 仅 有 一 个 方法 屿 为 B 里 元 素 的 名 性 竹 合 . 

今 将 班师 下 面 两 个 基本 车 果 : 1) 任 意 生 成 元 素 集合 售 有 站 的 
一 个 基 , 及 2) 元 来 的 在 许 黎 性 无 关 集 合 可 从 任 音 基 里 补 充 一 些 元 
束 而 得 一 个 基 ， 这 两 个 精 果 都 机 用 到 下 面 的 优 因 引 理 : 

令 P 是 一 个 懈 谨 集合 , 守 的 每 个 线性 有 序 子 集合 有 一 个 上 界 ， 
册 己 邦 有 一 个 极 大 元 于 

俩 序 牺 合 的 概念 在 第 一 章 里 货 定 叉 过 , 宪 是 一 个 集合 ,在 这 个 
和 集合 里 定义 有 一 个 二 元 关系 4 所 上 使; fi < 扫 ai (如 果 4 志 8 
由 线性 
有 序 集 合 ( 或 键 ) 是 一 个 偏 序 集合 ， 在 这 个 集合 里 任意 两 个 元 素 都 
可 比较 的 ， 丈 序 或 是 4 ,成 旺 5 迁 a， 一 个 昼 序 集合 的 了 于 和 集合 
Ss 的 上 界 是 一 个 元 素 zfE 能 使 5 里 每 个 * 有 > 所 wx。 如 果 问 是 子 
集合 5 的 一 个 元 素 , 而 3 里 沪 有 元 素 5( 基 za) 能 使 吉 各 5, 则 向 蚜 
做 3 的 极 大 元 染 , 

今 炒 性 明 上 面 的 命题 1), 分 5 是 条 的 一 个 生成 元 素 和 集合 . 合 
PP 是 5 的 线性 汽 关 子 集合 的 集合 ， 则 了 关于 包 合 区 系 是 一 个 售 序 
集合 。 分 工 是 P 的 一 个 六 性 有 序 子 集合 , 寺 且 仓 U 是 属于 上 的 集 
合 的 避 辑 和 , 居 可 断 癌 UU 是 禾 性 无 关 的 ， 盏 则 口 合 有 一 个 线性 和 
关 和 集合 到 ma; wm。 因为 ,mw € AitL; 而 对 于 任 济 zy 有 
4 三 4 了 区 Aj 忆 A;。， 所 以 有 一 个 4 ,性 如 是 Aw, 售 所 有 其 定 疝 4. 
于 是 ,5 往 个 吉 七 4m, 而 A 会 有 一 个 有 限 的 弹性 由 关子 集 合 . 这 与 
蛋 训 .4sE€P 巴 盾 ; 太 以 , U EP， 显然 这 个 元 索 可 用 为 所 有 A EL 


9 这 个 极 大 克 更 作品 旦 由 恩 斯 条 去 (Havsdorf] 首 半 全 现 。 它 在 我 数 了 上 的 访 杜 是 由 
在 轩 首 于 季 定 . 过 4 各 于 的 这 合计 隧 申 想 训 震 支 (Binkhocty 著 的 档 给 CLattice 
Theory)( 这 2 版) 第 42 真 ， 
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的 - :个 上 春 ， 么 下 可 合用 优 思 引 囊 以 推 赂 了 含有 一 个 极 大 抱 系 ; 
而 这 就 益 味 着 全 成 元 淋 集 合 5 含有 一 个 税 大 线性 无 关子 集合 请， 
我 们 易 知 B 基 的 一 个 基 ， 如 果 y 是 3 的 任意 元 吾 不 售 于 五 里， 
则 第 合 下 Uy 是 一 个 租 半 集合， 这 可 推 得 ?是 8 欧元 案 的 各 性 粗 
合 9。 所 以 , 每 个 ES 是 下 的 元 素 的 编 性 组 合 ， 故 尾 是 -一 个 生成 
元 嵌 集 合 ; 并 且 因 为 下 基线 性 无 关 集合 ， 故 实际 上 妃 蚌 中 的 一 个 
基 . 

2) 的 证 明 与 上 看 类 伺 ， 此 时 分 5 基线 性 天 关 集 合 , 兰 合 站 契 
一 个 项 ， 分 PP 是 使 有 5 而 会 于 5UB 里 的 线性 无 尖 集 合 的 集合 . 
则 生息 上 面 的 论证 指出 : 了 含有 一 个 棋 大 元 素 C， 故 易 知 C 是 站 
的 一 个 基 ， 

2. 礁 数 的 不 变性 ”其 次 要 永 腾 的 任意 两 个 基 的 基 匆 相等 

分 8 与 C 是 所 的 两 个 基 ， 我 们 把 B 的 元 素 用 下 标 i 注 出 ,这 
里 ;属于 一 个 全 人 台 开 冯 把 C 的 元 素 用 下 标注 出 ,这 里 万 属于 一 
个 集合 尺 ， 如 果 这 两 个 基 中 有 一 个 譬如 BB( 或 门 是 有 限 的 ， 则 习 
有 一 个 有 限 基 ,， 于 且 知 C 也 是 有 限 的 ,而 且 定 的 基数 与 8 的 基数 
相同 ?， 让 只 娶 考 虑 B 与 C 都 是 无 限 情 形 就 名 了 ， 这 里 可 使 用 下 
面 的 滩 尉 CLiwig) 的 论证 ， 用 的 天 把 的 每 个 a; 二 出 如 

ei = Bf t Bis tT: + Buna 

洲 里 Bj 天 0， 每 个 扩 必定 出 更 于 茜 个 这 样 的 式 子 里 ; 这 因为 ,如 
汞 有 一 个 特殊 的 拓 不 岂 现 ， 则 由 于 这 个 和 是 。 的 一 个 线性 料 合 ， 
而 每 个 * 基 关于 六) 的 寻 性 粗 合 , 所 以 六 是 蕉 夫 太 ) 的 各 性 租 合 . 
这 与 的 线性 无 关 性 也 盾 . 

今 定义 作 合 C 到 和 集合 B 内 的 一 个 单 值 映 照 全 及 Ec, 大 且 
全 oi 三 (有 ) 是 8B 里 表达 式 使 有 天 的 这 些 : 中 的 一 个 ， 故 得 
杉 个 它 到 互 内 的 一 个 单 值 哑 照 。 合 B = fCC) 是 得 集合 . 如果 
errE 下 ， 则 和 道 象 由) 由 出 现 于 er 的 表达 式 里 的 办 克成， 故 
中 ez) 是 一 个 有 限 和 集合 ， 寺 是 集合 B 与 道生 下 ep 的 集合 T 


1 者 看 第 一 帝 ，3 4 总 引 理 !。 
2) 回首 弟 一 章 , 汪 里 2 太 3， 
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之 间 有 一 个 1 一 1 对 应 。 集 台 了 和 烙 毕 集合 C 分 解 为 非 租 诡 的 有 限 
第 人 台 前 一 个 秒 解 而且 因为 C 是 无限 的 , 故 了 也 是 无 限 的 。 了 于是， 
由 二 数理 葵 里 的 标准 定理 易 知 如 与 T 有 相同 基数 "， 所 以 B' 的 基 
数 与 C 的 基数 相同 ; 因此 下 的 基数 天 于 或 等 于 上 的 基数 ， 如 果 把 
五 与 刀 的 地 位 对 末 , 刚 知 了 的 基数 不 能 超过 CC 的 基数 故 由 析 思 
夫 坦 【Bernstein 定理 知 , 这 两 个 集合 有 相 而 的 基数 . 

与 有 限 情 形 一 样 ,任意 其 的 基数 叫做 和 上 和 贷 的 维 数 ， 也 与 有 
限 情 形 一 样 ,我们 可 以 任意 痊 定 的 基数 为 共 数 在 任 痊 狂 定 的 A 上 
作 一 个 向 量 空间 . 为 着 这 个 目的 ,全 了 工 是 具有 答 定 基数 的 一 个 第 
合 ， 全 和 贡 是 定义 在 TT 上 的 这 样 图 数 的 抹 合 ,它们 的 值 x(i) EA&， 
大 且 除 了 有 限 个 的 EI 外 ,对 于 其 他 所 有 i 都 使 zf 一 由 由 媒 
和 标的 加 法 米 定义 两 个 这 样 副 数 的 和 , 并 由 入 的 葵 定 元 素 左 怀 伦 标 
来 定义 邦 量 积 、， 演 两 个 合成 产生 旬 里 钓 糙 果 , 并 且 显 然 满 足 向 最 
实则 的 公理 ， 今 次 定 贡 欧 一 个 竺 萄 基 ， 对 于 每 个 iE€7T, 汗 义 ;为 
使 
(1) ei) = 6 
的 向 量 。 我 简易 知 和 这 些 向 量 是 邦人 性 无 闫 的 ， 如 果 +x 是 任意 向 量 ， 
全 下定 使 和 和 天 0 的 那些 i。 如果 x(i 门 二 5, 出 显 
然 x 二 en 十 8s 十 一 十 wezn， 上 以 si 物 成 一 个 基 、， 办 为 
i 2 是 一 个 1 一 1 对 应 ,这 个 基 与 工 有 相同 的 基数 . 

还 要 撕 出 ， 有 相同 厅 效 的 任意 两 个 向 量 空 曾 与 有 限 情 形 一 样 

向 ， 圣 别 是 任意 向 遇 窄 关 与 上 所 作 引 的 于 个 类 型 的 柄 数 安 

要 是 等 价 的 ， 

3. 子 空间 ”第 一 意 里 讲 的 有 限 雁 启 量 空 有 闻 的 子 科 并 宪 舶 所 有 
性 盾 在 汛 限 情形 斤 乎 都 成 立 . 关于 链条 件 必须 除外 ,事实 上 这 些 
条 件 中 流 有 一 个 对 于 带 有 无 限 基 的 向 量 签 则 能 各 成 立 ， 

前 而 考察 里 ， 只 在 证 明 一 个 子 空 间 的 休 空 天 的 存在 性 时 用 到 
基 ， 现 在 可 用 性 质 2) 求 引出 用 于 证 阴 这 个 转 果 的 葵 必 ， 合 后 是 


1 全 如 a 不 斯 是 (Sierpinsk ) 蕴 的 起 限 数 教 壬 【Lecens sur lr; Nomhres 
Trans finiw)，1928 年 在 思 柳 出 版 ， 
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并 凿 一 个 子 空间, 基 知 6 有 一 个 大 5， 因为 5 是 一 个 线性 无 关 集 
合 , 熙 可 人 内 关 及 的 一 个 基 下 里 ， 我 仙 瑟 召 一 SUT， 这 里 汪 站 了 和 鞍 
空 人 第 合 ,并 会 台 号 由 了 里 向 量 后 成 的 空间 ， 间 立 得 中 一 名 十 后 
而 人 NS 二 4， 所 以 ,人 驴 是 各 的 一 个 余 空 间 . 

这 里 使 用 的 广 证 也 可 用 于 证 朋 旬 的 任 症 子 窒 则 的 特殊 类 型 的 
基 的 存在 ， 其 苦果 是 下 而 的 定理 ， 

定理 1， 令 只 有 一 沾 基 如 二 (ei)， 如 果 扎 是 所 的 任意 隆 窗 
疝 ， 苏 可 起 BB 分 为 两 沾 非 相 交 子 集合 CC 一 (ej), DD 二 (er), 使 
有 有 形 扶 如 广 二 ej 十 x; 的 一 个 甘 , 辽 里 wj 是 刷 于 昌 马 生 成 的 空间 ， 
而 一 ej 是 所 的 蔡 (fi) 到 CC 上 的 一 个 1 一 1 喘 于 。 

证 这 里 容 在 有 由 B 的 一 个 子 集合 DD = (ei) 生成 的 与 的 倪 
空间 全 ， 全 C= (ej) 是 互 里 五 的 余 集 人 台 , 则 每 个 cj 一方 一 是 这 
里 地 E56, 侧 由 E 全 ,大 且 即将 证 朋 (f) 是 所 的 一 个 基 ， 和 集合 (1 
是 黎 性 无 关 玖 ;这 因为 ,分 这 Bjf; 二 0, 居 写 Bye; + 达 Biw 二 0, 于 
是 由 e; 的 线性 元 美 性 知 每 个 B; = 0。 集合 (7) 年 成 名; 这 因为 ， 
如 果 y€6, 草 y= 二 它 Bje; + Yrer = ZBii — ZB 十 二 Yeek。 
于 是 ,yy 一定 有 Bj E5 ;从 而 yy 一 本 Bjf; 一 0， 最 后 旗 到 :加 果 e; 及 
er 是 C 里 不 同 的 元 弄 , 到 疡 兴亡 将 则 , ej/ 一 en €5' ,这 与 是 
一 个 基 矛 盾 ， 帮 知 映 照 oj 一 方 是 1 一 1 的 ,和 面 这 就 转 束 了 恋 且 . 

定理 1 是 读 德 (Noether} 必 更 的 .所 以 这 种 类 型 障 一 个 站 可 此 
做 子 李 闭 马 关于 中 的 基 甩 的 秤 德 基 . 

4. 钱 性 变换 及 陆 有 限 共 向量 空 间 的 线性 变换 与 有 限 阵 之 间 
的 联系 可 让 楼 转移 杆 龙 限 情形 . 

全 四 与 各 是 入- 上 间 量 空间 ， 苦 会 下 二 (ei) 是 名 的 一 个 基 ， 
首先 盛 说 ,B 淹 5 闪 的 任意 映照 e: 一 yy 可 有 一 个 方法 而 且 只 有 一 - 
个 衣 法 扩张 为 中 到 吾 内 的 一 个 栽 性 变换 。 容易 验证 :这 个 扩张 把 


记 6 映 刑 Zr 次 合 C = (让 ) 是 6 的 一 个 基 , 并 把 


1) 这 涯 立 了 人民 到 后 内 的 浊 当 然 的 塘 性 变换 的 存在 ， 要 这 样 做 似乎 不 可 能 不 用 到 
其 ， 
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关于 嫉 性 变换 4 的 象 号 沪 
(2) GiA = yi = Panf, 
区 里 和 是 有 限 项 的 。 演 此 证 (et) 是 行 有 限 的 , 亦 即 对 于 一 个 固定 
的 记 只 有 有 限 个 站 使 sx 去 0。 一 般 地 壤 ， 如果 了 及 是 任意 也 
个 集合 - 由 各 集合 工 X 了 到 人 内 的 一 个 图 数 时 做 一 个 人 .上 了 X J 
各 于 基 ， 我 们 建立 了 于 到 5 内 的 线性 变换 与 A 上 行 有 限 的 
7 X J 阵 之 天 的 一 个 对 应 这 个 对 应 当然 与 基 的 网 取 有 关 ， 在 
= 6 的 特殊 情形 ， 自 然 取 C 与 基 如 相同 。 于 是 得 一 个 7 X 了 
4 关于 苦 的 全， 
也 与 有 限 情 形 一 样 ,我 们 容易 瞪 赴 : 由 (2) 所 决定 的 对 应 4 一 
(a) 是 线性 变换 的 集合 8(9t，6) 到 行 有 限 的 工 X 了 陈 的 集合 上 的 
1 一 1 映照, 与 两 个 变换 的 和 对 应 的 阵 可 由 把 潭 个 陈 的 各 个 对 应 分 
量 cs 与 Br 相 加 而 得 ， 故 行 有 限 的 降 关 于 这 个 运算 成 一 个 二 ， 
如 果 中 一 RCR 9 ,而 妈 的 库 由 单 -的 基 决 定 , 则 可 见 障 4B 
的 元 素 Yn 是 
(3) Yi 二 > QirBies 


办 

这 里 4 一 (ea) 而 8 一 《8)，(3) 时 的 和 是 有 限 项 的 ， 而 积 阵 (Y) 一 
Ca)(B) 是 行 有 限 的 ， 极 *7 X 工行 有 限 的 阵 的 集合 A， 带 凑 上 过 的 
加 尘 及 哟 法 是 一 个 环 ,与 了 杯 侣 同 构 , 

其 的 改变 也 可 象 有 限 情形 一 桩 对 渝 ， 如 果 有 并 的 荔 一 个 基 ， 
央 可 蒂 已 烃 把 它 安 排 使 与 同一 个 下 标 集合 了 成 1 一 1 对 应 。 如 末 
用 方 囊 这 个 基 星 的 向 草 ;, 则 可 笃 下 
(4) f= De ei = Durrfi, 
深 里 (pj) 及 (vw) 都 是 行 有 限 的 工 X 7 阵 ， 易 知 (p(y) 二 1 二 
Cy) (Cp); 这 里 1 是 元 案 为 84 的 阵 ， 故 C2) 是 Ai 里 一 个 单位 ， 环 
朗 宪 有 一 个 双 俩 逆 请 (9) = (pw)"， 反 过 来 ,如果 Cn) 是 仔 意 单 
位 , 划 由 (4) 早 第 一 个 方太 租 所 定义 的 天 是 筑 的 一 个 其 , 

如 果 有 4 是 一 个 线性 变换 , 它 关 于 基 (ei) 的 障 是 (Cw) , 则 可 直接 
验 革 : 4 关于 (77) 的 全 是 Cj) Ca) (pp) 


29. 


9. 壮 琶 空间 的 雁 数 ”如果 四 是 一 个 有 限 杰 向 最 空间 ， 则 知 吕 
.上 罗 性 画 数 的 右 和 疝 量 空间 9i# 与 各 有 相同 的 维 数 ， 有 限 与 乱 限 的 
理论 间 的 起 本 差 乔 是， 当 和 为 无 限 雁 时 这 个 千 黑 不 再 成 立 ， 在 无 
限 情 形 我 们 将 证 dim 有 > dm 入。 更 确定 地 说 ,我 们 将 鞍 : 如 米 
A 的 基数 是 2, 而 筑 的 纵 数 是 5 则 和 的 维 数 是 到, 它 是 臣 数 所 的 
一 个 集合 到 上 基数 4 的 -个 集合 的 上 岗 昭 的 集合 的 站 数 ， 今 导 庄 下 面 
的 引 理 ， 

引 理 1， 如果 dim 损 一 五 是 无 限 的 , 而 从 的 基数 是 4 唱 贷 
的 基部 是 54 

放 ”加 果 tei) 是 筑 的 一 个 基 , 期 入 里 每 个 非 适 向 量 x* 有 唯一 
的 表示 如 


MN 
* 一 > eici79 Ses 去 0， 
了 一 上 


鼓 每 个 x 天 0 可 与 一 个 唯一 识 定 的 子 氛 合 ei ， ef，… ,ein 相 伞 ， 
并 且 与 一 个 唯一 的 N- 维 组 (6; ， 6;,，: … ,车 w) 相 件 ， 这 里 各 个 分 
草 局 于 A, 且 到 0， 内 为 (01) 是 无限 的 , 所 以 由 含有 (ej) 的 NN 个 
元 素 的 子 集 合 神 成 的 集合 的 基数 等 于 6"', 另 一 方面 ,N- 维 组 (6&; ， 
S09" Siv) 的 集合 的 基数 或 是 2( 一 2), 或 是 有 限 的 。 不 论 那 
一 种 情形 ,由 集合 er ei，…- ep 路 Mr 维 组 (&i ,i Bin) 
和 袍 成 的 集合 的 菩 数 是 到， 所 腑 ,条 的 菇 数 是 2 十 d5 十 -…; 玻 
站 只 是 a6. 

甩 上 任意 线性 画 数 由 它 对 于 甩 前 基 (er) 的 和 介 所 决定 ; 芽 且 有 
一 个 线性 岗 数 存在 使 Xei) 是 和 的 任意 元 粥 ， 故 区 与 《e) 划 和 
内 的 映照 集合 之 闻 有 -一 个 上 一 1 对应， 所 以 R* 的 共 数 是 2:， 另 
一 方面 ,如果 六 二 dim RY*, 刚 引 理 1 指出 和 * 的 基数 是 5* 所 
以 de* 二 4， 周 为 dB* 是 4 与 妈 中 远大 的 球 一 个 ,各 果 稻 证 得 
这 六 了 则 可 导出 5 绪 二 因为 所 显 然 是 无 陵 的 ,如果 & 过 阿 
列 兴 恬 , 姑 关系 她 空 # 成 立 ， 所 以 从 现在 起 假定 42 > 阿 列 夫 圭 . 


了 这 可 由 莹 名 的 精 吉 分 一 如 导出 ， 参 看 丙 尔 科斯 基 苦 起 妥 敬 教程 ,第 217 页 . 


Mombres Tranmfinis*)， 第 217 页 ， 
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秘 在 这 个 情形 下 建立 所 锋 长 后 不 等 式 ,我 们 考虑 可 狐 序 烈 (yl ya 
下 的 此 全 ,这 里 y; EEA， 如 果 由 这 样 序 列 的 一 个 集合 下 里 选取 
的 每 个 有 限 方 阵 是 满 秩 的 , 则 这 个 集合 玉 叶 做 强 无 关 的 ， 我 们 从 
F 选 一 个 有 限 方 际 是 由 先 挑 取 有 眼 个 序列 
《37 全，7 人 ， 站 Cy y, 站 人 (yO, ys ‘1 ), 

然后 取 下 标的 一 个 第 合 1, i，-…, 二 即 得 泗 

7 

Yi 7 
今 起 下 面 的 引 理 , 

引 理 2 存在 有 拳 列 的 一 个 绢 无 关 集 合 , 几 的 基数 六 辆 . 

证 我 们 由 包 使 关系 把 强 无 关上 集合 条 成 偏 序 ， 如 果 这 些 集 
合 的 -一 组 {F} 是 净 性 有 序 的 , 显然 UF 是 蝇 无 关 的 ， 由 伟大 引 理 
知 : 朋 一 个 极 太 强 无 关 靠 合 几 存在 。 今 用 归 秽 法 证 有 明 ; 加 果 让 的 基 
数 小 于 4, 旭 可 作 一 个 序列 和 《对 使 MUIX] 是 强 无 关 的 ,该 与 MM 
的 极 天 性 牙 掉 ， 讼 已 找到 其 的 为 首 疡 个 元 康生 名, , 志 , 售 由 
MU (El 2 2) 选 出 的 每 个 9 X g 沸 是 满 秩 的 ,这 里 g 所 >。 
我 们 将 决定 ep+l 僵直 和 MU (C6, Ep+1) 选 出 阅 每 个 + X r 障 旺 
癸 狼 的 ,这 里 * 世 p 十 1， 这 个 施 于 + 上 的 娶 求 的 条 件 是 ,每 个 
下 面 带 状 的 阵 是 福 匆 阵 ; 


A : 

G) :| ， 
人 

当时 4 是 由 对 次 定 的 -个 Cr 一 1) X (Cr 一 1) 障 ， 因 为 对 于 形状 

(£5) 和 的 每 个 阵 把 pil 看 作 一 个 二 定量 时 , 在 各 里 pti 阿 选 取 只 有 

- -个 值 憾 (5) 为 降 秩 得。 由 于 A 是 注 秩 陈 , 记 以 宅 的 行 向 量 是 左 


1) 这 个 引 理 基 卡 清 兰 斯 在 遂 知 作 考 的 ;由 卡 请 兰 斯 基 与 儿 尔 席 断 (CP，Erdos) 合作 
证 明 。 
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伙 性 元 关 竟 ， 鼓 行 向 量 (名 ,名 ,11_,) 可 有 -一 个 方法 而 且 只 
有 -个 三 甘 写 为 4 的 各 行 的 线性 租 合 ， 和 如 果 表示 (5) 的 末 列 的 
元 素 的 同样 黎 性 租 合 , 刚 在 后 沽 5 时, (5) 是 满 秩 的 . 其 次 注 
府 型 阵 (5) (在 (5) 盟 6&6 二 :一 个 不 定量 }) 的 集合 徇 直 数 小 于 dd， 上 出 
假发 ， 并 的 基数 小 于 4; 而 我 们 所 考虑 的 阵 的 集合 的 基数 基 册 时 
挑选 的 "一 工 个 序 齐 的 集合 的 上 基数 与 在 整数 1,2z,… ,了 里 远 了 的 
7 一 工 个 元 素 的 基 茹 前 积 。 荞 果 或 是 有 限 的 ,或 是 厅 的 基数 . 在 任 
一 种 博 形 下 , 写 是 小 于 了 内 为 A 的 基数 是 2?, 我 们 可 渤 一 个 epn 
使 历 有 的 和 陋 (5) 是 满 秩 耳 。 这 就 完成 了 用 归 划 法 族 明 使 MU{ZX1} 
是 强 尖 半 的 天 的 存在 ， 改 与 好 的 极 大 性 了 矛盾 ,而 引 理 就 狠 就 明了 ， 

他 可 证 主要 车 果 . 

定理 2 加 果 扣 是 一 个 光 限 雄 5 的 向 量 空 间 , 依 除 环 和 的 
地 数 是 z,， 则 H+* 的 扒 数 本 是 比 

证 我 个 已 知 只 泌 证 明 bp* 守 2 就 能 了 ,并 且 我 们 可 假定 4 > 
阿 列 夫 老 . 全 (ey) 是 所 的 一 个 基 , 关 在 (e;) 里 选取 一 个 可 数 的 
傈 全 (ej)， 合 本 是 可 数 序列 的 -一 个 引 无 其 集合 ， 寻 于 每 个 (yj， 
ya- )E1M 我们 可 定义 一 个 匀 性 男 数 了 司 flej) 二 yi， 这样 由 
过 前 元 素 得 出 的 线性 图 数 的 集合 是 一 个 区 性 学 关 集 合 ， 瑟 的 基 巩 
与 好 的 基 获 届 癌 ， 所 以 出 引 理 2 可 坑 它 是 固 4&。， 这 凑 朋 HR* 里 至 
少 存 在 月 了 全 篇 性 无 关 元 素 ; 所 以 得 主妇 耐 站 一 必 

美和 当 配 二 几 自 然 可 推 香 好 > 5 如果 2** 三 dim 习习 ， 则 
还 在 5 2 2* 2 5 这 个 畏 避 此 出 筑 不 能 与 基 + 二 经 性 茵 数 的 演 
间 怪 等 , 


和 征 纪 


1。( 邓 基 )， 今 咒 是 壤 更 上 一个 南 景 突 间 ， 评 明 : 序 洲 7 一 (r，yay Y3, .的 
你 合 芋 线性 无 关 的 ,这 里 中 DrE 外， 
《 洼 : 这 导致 定理 3 对 于 可 突 换 情形 药 一 个 条 等 荆 明 ,) 


86. 帮 性 变换 的 有 限 折 和 ”人 护 将 分 要 向 层 空 间 员 济 向 量 空 间 各 
的 戟 性 变换 的 集合 8(9i, 名) 里 其 种 折 补 ， 我 们 的 拓扑 是 平凡 的 
《 亦 即 离散 的 ) 拓扑 必须 而 且 只 须 名 是 有 限 私 的 ， 于 是 ,这 答 出 有 
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限 与 沦 限 理 薪 之 珊 的 另 一 个 重要 的 六 到 点 . 

我 们 知 游 ，- -个 托 扑 空间 是 由 - -个 集合 已 及 巨 的 子 集合 的 介 
合 ( 叶 傣 开 集 合 ) 导 成 ,使 

1. 江 紫 合 的 任意 集合 的 避 辑 和 是 开 集合 . 

2. 任意 有 陵 个 开 和 集合 的 交 是 开 和 集合 . 

2, 集合 五 与 空 和 集合 都 是 开 和 集合 
全 3 是 开 集 合 的 集合 里 一 个 子 第 合 , 如 果 得 个 开 和 集合 扰 : 轨 的 元 素 
的 -个 避 辑 和 ， 则 轨 双 傣 一 个 基 ， 如 果 罗 是 一 个 基 , 旭 罗 的 任意 
两 个 元 素 的 交 是 区 的 元 素 的 避 加 和 , 反 过 来 ,如 果 王 是 任意 集合 ， 
而 3 是 它 的 子 集合 的 集合 能 使 它们 的 膛 亏 和 是 5, 并 昌 3 的 任 章 
两 个 元 素 的 交 是 区 的 元 素 的 一 个 巡 辑 和 , 惠 可 襄 8 的 元 素 的 届 辑 
和 为 开 和 集合， 落果 的 集合 适合 1 一 3; 所 以 让 与 集合 E 定义 一 个 括 
扑 空间 ， 如 果 攻 出 一 个 集合 已 的 子 集合 的 柴 合 ,适合 上 面 各 条 件 ， 
副 挫 记 拓 拉 化 ， 闻 集合 的 集合 对 做 的 - -个 拓扑， 

今 考 度 集合 (和 K， ), 加 时 x;， 2 em 
分 明 上 是 般 与 全 的 有 限 子 集合 , 则 定义 Ofxi; yi) 是 鼻 到 全 内 所 有 
能 使 #14 = yy(i 二 1， 2,… ,和 m) 的 如 性 上 蜡 照 4 的 集合 ， 任意 两 
个 Ge y1) 的 交 显 然 是 昂 一 个 O(zi; y5)。 所 以 这 个 集合 可 用 为 
SGRN， S) 里 -个 拓扑 的 一 个 磊 ， 这 个 拓 着 时 做 8(%, 5) 的 有 限 拓 
扑 ， 今 将 圳 :任意 并 集合 0Cxi; yx) 或 是 空 集合 或 是 与 一 个 开 集 合 
Ofzi; y) 相 重合 ,这 里 * 是 线性 无 关 的 。 这 因为 ， 酸 w， ra-…， 
x 是 和 x 个 要 大 生性 无 基于 集合 ,媒介 xx 二 


> Bixi 对 于 外 二 + 十 1， ,mm 成立 ， 则 除非 yx 二 Br yy， 
1=1 


Oi; 97) 必定 是 空 第 合 。 田 - 一 方面 ,如 果 条 件 能 碾 立 , 则 OCxi; 
7 三 OC yD 三 1,2， ,7*)。 这 个 廊 朋 指出 ,x 是 济 性 无 
闫 时 , Ot; y7) 榴 成 我 们 的 折 扑 的 一 个 基 ， 

至 嘴 研 网, 有 有 限 所 着 的 ) 拓 扩 实 新 忆 季 , 马 ) 吓 高 散 的 , 亦 朗 


19 在 计 访 里 式 风 使 用 荐 头 训 此 【Lefschetz》 普 的 代数 拓扑 学 【4AJgebhraic Tono- 
togy 中 一 章 昌 的 本 应 ， 
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毅 每 个 子 集 合 明 开 集 合 , 必 有 需 而 且 只 须 叶 是 有 限 杂 的 。 这 因为 ,名 
但 员 有 有 限 基 a1, ea ，en 兰 俘 A E28(, 6), 章 OCei;eiA) = 
《4 ,而 如 基 一 个 开 和 集合 故 由 1 知足 入 , 扣 ) 的 每 合子 集合 是 开 
和 集合， 次 从 dim 筑 基 无 限 的 ;如 果 ri za ,x 是 -个 线性 无 关 
第 全 , 剧 Otz;; yn 是 一 个 非 可 数 集 合 ， 这 因为 ,我们 可 补充 x; 成 
一 个 基 , 井 且 有 一 个 基 的 元 素 遇 者 的 任意 元 典 的 一 个 线性 变换 
存在 。 于 是 和 R, 5) 的 每 个 开 和 集合 是 非 可 数 的 ; 因此 拓扑 不 是 高 
散 的 . 

其 次 要 证 ; 8(%, SS) 是 一 个 拓扑 李 ， 玉 即 4 一 B 基 中 (%, 各) 
里 两 个 变数 4, 8B 的 一 个 连 炽 画 数 .最 后 ,如 果 负 = ,因而 == 
2(R, 员 ) 是 一 个 环 ， 若 喇 是 一 个 丘 扑 环 ， 六 即 具有 4 一 B 的 束 粮 
性 之 外 ， 还 具有 乘法 合成 的 这 钙 性 ， 全 4 与 是 人 (和 ,人 5) 的 国定 
元 素 , 其 合 Olx;; yi) 基 合 有 4 一 8 的 基 的 一 个 元 来 .。 这 样 一 个 
竺 合 叫做 点 葛 邻 域 ， 因为 4 一 BEOCxj; yi), 故 可 号 页 一 好 (4 一 
8B), 因而 ozzzy = Ofxiyxi(4d — B)), 但 Olxi: ea 及 De 
xiB) 分 别 是 4 及 B 的 什 域 , 并且 显 伏 如 果 XEDOCxi; riA) 而 YE 
Ore #8), 草 区 一 了 € Olxi; xi(A 一 如 )、。 这 证 明了 差 合 成 是 
回炉 的 . 

次 合 欠 一 全 ,并 全 OCxi; xi4B) 是 4 的 任意 邻 域 ， 则 DCxr; 
xi) 及 OCrid :xidB) 分 别 是 4 及 B 的 外域。 及 以 如 果 XXEE 
OCxi; aid) 而 了 了 EDUxzd xiAB), 则 玉 Y EOCx; xi4B8)，、 故 滋 法 
是 一 个 加 入 合成 . 

我 傈 知道， 如果 - -个 拓扑 空间 斑 的 一 个 子 集 合 的 过 集合 是 开 
第 合 ， 央 这 个 子 集合 叶 做 朋 柴 合 . 前 集合 活 合 与 1 一 3 对 稍 的 条 
件 . 特别 是 。 人 和 任意 个 限 集 合 后 交 是 并 集合 ， 含 有 百 的 一 个 子 第 合 
5 的 上 所 有 闭 和 集合 的 交 吓 做 5 的 闭 包 , 计 作 ClS; 卓 知 E 的 任 凡 子 集 
合 3 有 一 个 于 包 ( 因 泻 五 自身 是 于 集合 , 故 舍 有 3 的 并 此 全 存在 ). 
$ 的 阴 包 二 可 定义 为 点 p (8 的 元 湾 ) 的 丛 体 ， 这 早上 活 合 下 而 的 
性 盾 : P 的 每 个 邻 域 与 5 有 非 空前 安 ， 仿 用 下 而 的 同 说 加 纯 性 变 
换 的 有 卫 拷 扑 里 这 些 概 人 金 . 


+ 和。 


A 


例 合谋 晤 刘 有 一 个 可 数 共 《em 的 瑟 慨 训 更 上 一 个 向 量 尝 南 。 兮 (am 其 三里 
相同 区 家 隐 一 个 可 并 华 侣 oi 丛 二 才 昌 斌 eid 一 一 的 各 性 变换 。 令 和 僻 湛 定 会 4 的 各 型 
式 的 村 合 二 L 4 芒 各 和 人 I 鲁 [A]， 省 先 看 淹 ; 集合 OCB 二 O00; er 有 人 一 1 
2， ) 构成 点 8 的 名 域 的 完 ee ; 济 央 ， 含 的 任意 开 集 介 必 清 厂 
这 些 集合 中 的 个 人 从 的 一 个 铝 拔 ， 这 里 x4 号 杂 性 范 关 的 , 则 存在 
有 一 个 + 住 答 定 允 [es fj， 家 器 (BD 宇 DO #48), 而 这 就 坦 明 了 
于 面 的 议 断 ， 于 此 是 然 知 ， 下 元 和 $B 是 在 集合 M 的 畴 所 里 必须 i 而 且 只 须 每 个 集合 
OKef 本 有 与 可 相交 ， 全 吾 t C1B[A]， 如 时 坊 C 和 0 是 一 个 多 项 式 ， 则 eg 人 二 
中 Lainez. 所 内, 如 时 yy EONB, eB = sp = pone = 1, 2 1, 
这 指 山 : 有 是 一 个 对 角 萎 性 变换 , 亦 芭 ciB = PB;ci(f = 1, 2，…"), 我们 要 蓝 : C1B[4] 
与 对 首 炎 性 变换 的 混合 全 同 。 这 因为 , 舍 召 是 任意 对 角 久 性 变 扫 ， 和 兰 售 了 是 任意 整数 ， 
考 虎 由 电 攻 几 次 项 起 PUA) 在 [Te ， 人 er] 里 的 襄 导 变 扫 ， 四 为 人 总 水 民航 ; 训 
易 知 旬 CA) 在 这 个 子 作 天 星 靳 号 由 每 个 洒 角 次 府 。 于 及 , 半 症 有 一 个 中 ( 划 使 6 二 
‘PC 个 二 12 下 成 立 ， 这 三 明了 BECL 人 [4]， 阁 人 全 [A] 是 对 角 净 所 所 
集合。 


阐 6B 

1. 党 号 是 带 有 一 个 可 数 此 《em 的 韦 上 向 景 空间 ,天 定 局 画 [ 4 ,这 里 (a7 efd 一 
enti = 1,2,.) ,以 Ch}y ead =—0, end me =1,2,-.), 

3， 坦 明 : 基本 开 集 从 Oxi; 7 也 是 阴 集 合 (这 可 推 得: 全 ( 沉 ,， 忆 》 是 一 个 室 不 巡 
第 空间 , 亦 即 全 ( 导 ， 他 的 站 通 子 柴 合 只 是 点 )。 

3. 妃 明 : 球 上 向 基 空 放 卜 终 性 变换 的 每 个 有 限 继 子 空 间 在 有 限 拓扑 里 是 闭 空 间 ， 

了 3 的 全 子 空间 ”考虑 线 话 曾 数 了 所 成 的 笑 * 的 子 移 合 且 ， 
这 里 站 关于 车 (ei) 的 隙 荐 列 有 限 的 ， 亦 印 只 有 育 限 个 ?使 f(ex) 才 
9。 显然 本 性 疼 数 的 这 个 集合 构成 共 屈 空间 的 ， 一 个 子 实 间 。 对 于 
每 个 我 合用 条 件 
(6) ef (et) = Hit 
定义 一 个 粮 竹 画 数 ef，。 页 ef 是 纺 性 画 数 ， 它 天 于 基 (ey) 的 陆 
有 1 在 第 i 位置 而 其 它 位 置 都 是 909， 显然 of 构成 9in 前 -一 个 基 ， 
于 是 , dim Re 二 dim 惧 ， 至 此 知道 , 是 ?的 一 个 金子 空 关 ; 亦 
郎 如 果 # 是 中 内 他 音 非 堆 向 量 , 则 有 一 个 元 素 fE RW# 存在 使 蕊 可) 
天 0， 写 下 w== 有 en 十 Pei 十 … 十 请 oerw， 这 里 局 天 0， 则 
es (Cw) 二 BB 于 0 序 汶 所 求 . 
加 果 一 个 拓扑 襟 则 的 一 个 子 集 合 5 的 团 包 Cls 是 歼 个 空 阐 

叶 和 说 (5 在 空间 里 ) 下 笨 密 的 . 邻 将 症 : RY 的 -个子 空间 RW' 在 
二 (CR, 丰 ) 的 有 限 所 插 里 是 稠密 的 必须 而 县 只 须 和 是 生子 空 


* A225 * 


半 ， 首先 下 然 知 ， 间 果 咒 在 R* 里 是 咎 智 的， 则 号 是 至 了 宏 阿 ; 
苗 则 和 忠 里 太一 个 杖 澡 向 量 工 让 在 ， 使 得 对 于 号 时 所 行 & 有 有 
ga 一 0 于 星 , 对 于 口红 一 对 时 所 有 志 Fey 一 0. 胃 - 一 方面 ， 
我 们 可 用 站 作为 个 其 里 的 向 晶 , 升 且 部 亚 遇 他 全 天 中 天 0 的 一 
个 线性 夯 数 存储， 

要 证 逆 定 理 , 我 倍 使 用 于 而 关子 Cot 5) 的 一 个 了 -集合 的 和 
密 性 后 御 断 准则 :2(%, 各 ) 的 一 个 子 集 合 寻 在 有 限 折 六 里 是 稠密 
的 必 肪 而 县 只 组 对 于 瘟 里 线性 元 尖 向 量 的 每 个 有 序 集合 《aa za 
“Xm) 及 信里 的 每 个 有 序 和 集合 ty, yz，…… ,ym), 有 一 个 4 
存在 使 xid4 二 yiti 二 1 工 20 呈 ,各 )， 这 个 刊 村 准 划 的 充分 性 显 
然 可 由 下 面 的 事实 得 出 :集合 Otx;; x:8) 构 碾 B 的 促 域 的 一 个 基 ， 
六 要 性 册 出 于 而 的 事实 得 出 : 条 性 变换 的 完全 集合 县 有 和 伯 晰 淮 妈 
所 如 的 性 盾 , 如 果 尺 基 缴 * 的 一 个 子 答 关 ,; 剧 可 把 御 断 洪 则 进一步 
化 简 , 而 奸 朋 : 如 果 对 于 们 里 向 若 后 任 音 简 性 无 关 的 有 限 集 合 x1， 
N29 ny 存在 有 NR 民 向 最 3 4 "+**, Ee 麻 - 一 个 条 集合 ,使 

Fs) = jl) 

肿 %' 是 稠密 的 ， 这 因为 ,如 末 星 这 种 情形 , 而 房 人 = 1,2,…….， 
才 ) 是 人 的 任意 元 右 ， 则 图 数 了 二 Zvi BP EN 而 fxi) 一 房 ， 改 
测 前 面前 刊 断 准则 策 汞 昌 乱 密 的 ， 仿 证 下 面 的 引 悍 。 

引 ii 理 如 尝 R 是 R* 的 一 个 金子 空间 ,而 各， xa ' ,Xm 是 
物 明 任意 冲 性 无 天 向 量 , 则 WH 侈 有 与 x; 相 作 的 向 量 这 rz， 
这 的 集合 ， 

证 ”如 昌 玉 一 了 肌 是 显然 的 ; 这 因为 ,此 时 可 在 泊 里 找 莘 一 
个 了 使 人 xD) 二 记 去 0， 于是， 年 二 Bi 尖 合 xfCx) 三 1， 全 俱 
定 这 个 精 困 在 mm 一 二 个 向 量 是 成 并 的 ; 朋 对 于 xi， Xm! 
可 在 尺 里 找到 天, 二 fwi 合 (xD) 二 BCR [二 12 +， 
台 一 1) 成立 ， 对 于 任官 fER 定 立 


g(2) = 5) — FT fae), 


由 gENR, gx) 二 0 二 1 2， ;办 一 1)， 轴 里 还 存在 - ， 
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县 入 你 


个 了 使 对 应 的 外 -只有 性 盾 g(xm) 天 6， 藻 则 对 了 于 质 里 上 所 有 了 得 
从 一 了 
D 一 Exo) 于 Hxam) 一 > 其 (xp )f rr) 


m=”=1 
一 jx 一 位 Aroath 


这 可 推 得 .x 二 了 h(x)xi, 于 与 的 弛 性 无 关 性 矛盾 ， 今 选取 


f 使 glxm) 一 天 0, 着 且 定 多 

xmfz) = 有 (zy 

xx) = fr) — xHLe) frm 《二 1 2,1) 
则 可 验证 * 与 x; 相 余 ， 

这 个 引 理 完成 下 面 定理 的 证 明 

定理 3 RR* 的 一 个 耶 实 闻 WW 基 从 子 空间 的 讽 要 企 件 是 ; 喧 
在 有 限 拭 扑 里 是 犹 密 的 ， 

如 果 沉 基 有限 维 的 ,划分 * 里 有 限 拓扑 是 痪 散 的 ， 故 对 于 i* 
的 等 个 子 空 间 入 的 朋 包 CR 二 R'， 若 和 的 本子 空 间 只 有 踢 $ 
委 汉 。 田 一 方面 ,由 本 节 开 始 时 芥 出 的 例子 指出 :对 于 无 限 秩 空 则 
和 ,RR 合 有 次 全 子 空 间 ， 


弦 题 妇 

1 盆 员 有 一 个 可 数 基 ,并 令 RK' 是 统 * 的 一 个 双子 完 阳 ， 及 明 : 有 俩 的 一 个 基 
人 六 存在 , 官 让 中 果 向 最 (45 的 一 个 人 集合 , 亦 即 xir(oD 一 65G, 7 一 1, 2, ………》 
成 充 ， 

2.【 马 基 )， 兮 路 有 一 个 可 数 基 , 并 倒 中 是 沉 * 的 一 个 全 于 空间 , 且 名 ' 有 -- 个 
可 数 基 ， 话 昭 : 质 与 纺 ' 有 相 余 基 。 

3, 邻居 有 一 个 可 歼 慧 ,并 全 级 是? 的 一 个 从 子 塞 闻 且 有 -一 个 可 数 基 , 令 C62)， 
Les?) 是 会 起 ， 证 明 ; 具 (1) 症 积 里 浸 有 末 舍 合 ， 这 里 站 二 a, 而 在 上 > 工具 方 一 
€} FF Ei-1, 

8. 对 侦 空 阐 . 克 伦 内 克 积 合 避 是 委 * 的 一 个 全 子 空间 ,半分 
x 七 入 斯 映照 1 于 x (用 三 并 zx) 基 入 上 一 个 各 性 副 数 , 亦 即 它 基 
入“ 的 共 疯 罕 间 各 * 的 一 个 元 素 ， 映照 x 一 +(]) 是 抽 测 各 * 的 也 
一 个 徐 性 变换 ,关上 且 因 为 和 是 双子 空间 , 区 这 个 杂 性 变换 是 1 一 1 
的 ， 妥 因 锭 窗 关 基 宰 站 的 一 个 合子 全 间 , 故 在 -一定 意 扩 下 ,我 便衣 
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论 里 欧 和 与 一 可 以 互 的 。， 号 有 限 情形 -一样 ,对 称 性 在 这 种 情况 昌 
旺 强 藏 罕 ,但 可 由 引入 双 六 性 形式 的 赂 念 及 本 向 量 灾 消失 与 在 向 
革 实 闻 RW 之 问 的 对 偶 性 松 念 而 显露 出 来 ， 如 时 g(x,y) 是 双 著 
性 形式 , 而 对 于 所 有 y 《NR ， 能 从 glz, yy) 二 0 推 得 x 二 0, 及 
对于 上 所 有 x€, 能 从 gz 一 0 挫 得 > 二 0, 出 这 个 双 各 性 形 
式 g(xsy 是 做 非 :退化 的 ， 妇 果 双 终 性 形式 g(*， 六 ) 是 非 退 化 的 ， 
则 蔽 堪 向 量 空 间 与 右 向 量 符 sR 是 关于 R(x, yy ) 对 偶 的 ， 如 
果 千 是 的 一 个 厨子 空间 ， 则 和 与 物 县 关于 双 黎 性 形式 CY, 
用 = f(x) = x(1) 对 偶 的 。 反 过 来 , 如 时 轴 与 是 关于 glx,y) 
对 俏 的 ， 则 每 个 y ER" 定义 入 上-… 个 线性 两 数 gylx)， 而 映 妥 
yy 一 py 是 筑 莉 的 -一 个 全 子 空间 .上 的 1 一 1 纺 性 变换 同 理 ， 
RCx， 3 )】 可 用 于 定义 筑 到 损人 的 一 个 从 子 窒 间 上 前 1 一 1 条 性 喘 
上 照 . 

关于 伯 子 空间 的 结果 可 直接 情 移 到 对 侦 空 间 . 特别 是 两 个 对 
偶 太 问 的 每 个 在 荔 一 个 里 定义 -一 个 拓 盾 ， 宅 与 共 罗 窟 间 里 曾 有 限 
拓 拖 对应。 故 合 咏 及 时 是 对 侦 的 ,诗人 全 中 ( 和 RD) 旦 与 各 对 应 的 各 
的 公子 空间 ，。 则 由 > 有 由 WR* 猴 承 的 一 个 据 扩 : 下 (SI ) 的 各 个 
开 集 合 都 是 以 * 的 各 个 开 集 全 与 集 台 $9) 的 交 ( 这 昨 标 准 子 空间 
拓扑 ), 今 可 使 用 听 (3) 与 入 之 和 制 的 1 一 | 对 应 把 由 和) 的 拓扑 转 
移 为 和 R' 里 -- 个 拓扑 , 得 出 的 结果 是 : 物 的 开 集 合 者 是 基本 江 集 售 
Ori BG 二 1,2, ,7 的 况 辑 和 ， 这 里 Otwi; 8;) 是 能 使 
g(riyy) 二 Bi 的 y ER 的 驳 体 ， 负 的 这 个 拓 盾 将 陡 做 Sr 拓扑. 
仿 凸 可 定义 条 前 一 个 项- 白 扑 。 

合 秆 与 特 是 关于 glx,y) 对 偶 的 与 有 限 礁 情形 一 样 ,如 虹 
驴 居 旬 的 -一 个 子 空间 , 央 以 7S) 寄 示 氏 的 子 空间 , 宅 的 向 量 y 与 
台 星 千 个 > 关联 ， 杰 即 使 g(x, y) 二 0。 同 理 , 的 六 5 的 一 个 
于 空间 可 与 对 的 每 个 子 空间 各 相 钟 ， 下 面 法 则 是 容易 不 立 的 ; 

(i) 如 果 51 写 5;, 则 元 后) 和 7(5)， 

(ii) XAGSD) 2 后， 

CO) CGD = XS, 
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前 两 个 是 显然 的 。 爱 证 GD 可 用 六 全) 代 炎 (i 时 的 总 ， 寻 至 
基态 汇 富 7 六 S17， 另 -方面 ,内 为 7170617) 2 G1, 由 (i) 扒 得 
并 拓 汇丰) 己 攻 全 ，)， 和 如 果 负 (因此 损人 是 有 限 闪 的 ,出 映 有 照 全 一 + 
信人 SG) 是 名 的 子 空间 格 到 角 的 子 空 间 格 上 的 上 -1 咒 照 . 但 在 无 
际 儿 情形 不 必 成 走 ， 例 如 ,分 和 R= 二 R*, 这 里 %* 吓 完 翁 共 志 空 症 ， 
如 果 折 ' 是 中 的 一 个 公子 空间 与 中 不 同 , 则 序 使 筑 ' 夭 各, 可 有 
民生) 二 0 二 江 和 RR*)， 全 将 十; 广 映 笋 羔 导 出 名 的 六子 尝 间 的 集合 


首先 强 察 色 ,如 果 扎 是 英 的 杆 意 子 空间 , 则 双 线 性 形式 8 决 
定 精 如 空 间 8 与 商 空 闻 般 "一 六 5) 的 一 个 双 税 性 形式 我 们 用 
xX 二 g(x ) 来 定义 x，8), 这 里 允 一 多 十 (全)， 因 为 
y 的 两 种 选择 是 对 模 7 六) 同人 对 的 ， 按 这 个 方法 显然 得 (x ,了 > 的 
集合 到 入 内 前 - :个 单 值 吹 了 照 ， 我 们 可 直接 司 证 : & 是 一 个 双 稳 性 
形式 ， 如 果 * 《所 是非 韦 的 ， 划 知 有 一 个 y 存在 使 g(x,y) 友 0. 
于 是 , F(x 天 0， 另 .三面 , 棚 定 交 是 宽 一 其 总 ) 理 一 个 向 量 ， 
对 于 所 有 x€ 忆 能 使 gz 了) 一 0 区 对 于 所 有 *， gs ) = 0， 
而 y ES)， 项 二 0。 这 些 提示 指出 : 着 信 向量 室 闻 所 , "一 
式 占 ) 是 半 玫 冯 入 性 形式 了 对偶 的 ， 今 可 谣 下面 的 定理 , 

定理 4 和 如果 全 荐 只 的 一 个 子 空间 , 划 j(j(S)) 蚌 馈 在 入 
的 ~ 据守 里 的 阴 包 ,特别 是 , S' 是 于 的 芝 须 而 且 只 须 j(j( 信 )) = 
& 

证 ”由 拓扑 掏 征 义 殖 接 知 ,如 六 S), 区 S) 形状 的 子 答 并 都 是 
闭 的 ， 因 为 XASD) 忆 吾 , 故 基 并 5 四 忆 CIS'， 反 过 来 ,全 
让 久 信 )) 兰考 处 = 的 任意 铝 域 Dlxi; glxi, wD))， 合 站 是 由 x 生 
成 的 有 限 维 空间 , 并 分 Cyt yz， yr) 是 这 个 符 基 的 一 个 基 , 使 
Cy ay 是 并) 站 区 的 一 个 基 ， 陪 和 集训 二 yr 十 1(5') 
{二 zs 十 1:7?) 在 办 一 7(S 得 是 生性 无 关 的 ， 因为 与 
其 一 S 关于 g(x 十 SD),y) 二 glx,y) 是 对 偶 的 ; 故 由 前 闻 
的 引 理 可 扒 得 有 -一 个 vw 6S 存在 使 yr 六 SY ,v= 二 gCyrs wr) 
(是 二 了 十 1 成 这 均 gCy4y ) 二 gly4; #)， 荔 一 发 面 ， 
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ry eI—=0—=g ys HY) CG = 1 2 ,EOCyis glyi, 
ww))， 因 为 OCyi; gyi 7 二 Ofxp g(r HG=1,2,."*, 7), 
所 以 二 在 的 葵 定 邻 成 De g(xi, #7) 里， 这 指出 坟 ECIS'; 
于 是 , CI 名 = Xj 人 )), 这 是 所 引证 的 . 

令 洪 诬 有 鼎 巾 SS 一 j( 合 )， 沪 里 仿 疝 历 让 的 其 子 空 间 的 华 合 ， 
内 为 对 于 肛 子 空间 5S 有 j( 六 KS)) = 56、 让 个 映 昭 显然 是 1 一 1 的 ， 
因为 NW 的 每 个 闭 子 答 则 有 形状 后 = j( 六 SS )), 岗 脱 是 有 映 到 损 的 
闭 子 答 间 的 集合 上 的 一 个 呈 照 ， 这 证 明了 前 此 旧作 的 答 也 ， 

任意 葵 定 的 向 量 空 间 的 对 惕 窒 瞳 的 存在 使 我 条 能 够 把 在 有 限 
情形 甘于 任意 将 向 量 空间 名 及 任 谷 本 向 量 窒 症 所 的 直接 积 琴 的 
存在 的 证 如? 移 用 于 无 限 情形 ， 与 前 一 样 , 合 条 蚌 RW 关于 双 粮 性 
形式 8 的 对 侦 空 间 ， 考 虚 具 有 形状 


mH 
bE > ECX, x ys 
1 


的 筑 到 所 内 的 缆 性 变换 的 集合 刷 , 这 里 x ER 而 yi 全 ， 我 们 入 
知 币 是 中 和 各) 后 一 个 子 惟 ， 如 果 EX 而 y€ 仿 , 则 定义 x XX 
7 是 属于 替 第 的 线性 变换 * 一 gtx，*)y, 于 是 ,与 有 限 情 形 一样 ， 
可 瞪 证 第 屈 与 全 的 -个 下 楼 积 鹤 , 字 二 RX 各 

这 个 基本 定义 答 计 我 们 把 前 面 计 和 多 直接 积 的 时 前程 移 于 无 也 
和 情形， 特别 基 可 用 弛 来 定 实 城 上 上 任 瘟 阅 量 窗 间 的 克 伦 内 克 积 及 任 
意 ( 非 结合 ) 代 数 的 克 俭 内 克 积 ， 我们 还 可 定 必 扩张 空间 Rz, 这 里 
鹿 是 任意 向 基 空 间 而 呈 是 各 的 基 域 外 的 任意 扩张 域 。 克 伦 内 上 克 
葬 法 的 初等 性 盾 如 交换 性 及 结合 性 的 证 朋 当 有 几 到 有 限 性 ， 所 以 
这 些 性 硕 在 一 般 情形 下 世 成 立 . 


匀 丁 如 


1. 浆 明 : 如 及 后 是 吐 ( 在 汪 - 哲 扑 里 ] 的 一 个 闭 节 空 旭 , 而 压 是 限 维 , 旭 总 十 
3 了 龙 闭 子 空 此 . 
2. 分 等 是 城 盏 上 一 个 有 限 锥 千 景 蛙 闻 ， 若 令 入 是 重 上 一 个 任 首 间 量 宪章 ， 址 


1) 参看 弟 七 京 , $1， 
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明 ; CRX 人 SS Rx 是 OR) 及 0 要) 关于 第 蔬 章 的 $5 里 所 定 文 的 闪 怕 
的 克 齿 夫 克 积 ， 
3. 施 阴 : 第 2 晤 的 革 果 对 二 无限 灯 的 希 , 侍 不 能 成 立 。 
4， 全 {9ia) 是 昭 生 下 庙 景 至 前 筑前 子 集 闻 的 代 台 , 井 合 卫 是 锣 的 一 个 扩张 城 . 

赴 明 :《 介 Ro)z 二 让 各 sz 在 8z 里 威 立 ， 

4. 线性 变换 环 里 双 倒 理想 ”与 有 有限 情 形 -- 样 ， 定 忱 一 个 苍 性 
疏 换 4 的 牧 PCA) 为 依 襟 间 于 4 的 内 数 . 仿 死 , 觅 2 有 44) 是 使 zA 二 0 
的 向量 # 的 腑 空 团 9% 前 维 数 ， 如 果 扔 是 咏 / 的 一 个 祭 实 并, 因此 
中 二 RN 则 4 是 台 到 郧 4 二 RA4 上 的 一 个 1 一 1 陕 照 所 
以 im 各 4=dim 和 井 且 由 此 可 与 前 而 一 样 推 得 pC 人 十 p00 二 
dim 和 R， 我 们 也 容易 证 明 下 茄 的 重要 关系 : 

1l. plA + BE pA) + ptB). 

2. pAB) SE min (pA), pCB)). 

这 些 到 让 容许 我 们 定 父 一 个 无 限 雁 向 量 空间 的 米 性 迹 换 环 8 
里 某 种 次 双 例 理想， 合 。 是 任意 的 无 限 基 数 , 使 oe 所 5 二 dim 六， 
并 且 合 & 是 塌 性 变换 4, 的 集合 要 使 

pA) < ee, 

因为 pt 一 A4:) = ptAe), 所 以 人 含有 这 个 梨 合 星人 等 个 线性 变 
换 的 等 变 换 ， 双 因 为 两 个 基数 中 有 一 个 是 无 限时 ,它们 的 和 是 两 
个 基数 中 的 远大 的 一 个 ,由 使 用 1。 讨 知 : 8. 在 加 法 下 是 玉 的 ， 最 
后 2. 指出 & 在 弄 &% 的 储 意 元 素 作 乘法 下 芋 于 的 , 故 2 是 一 个 双 
俩 理想 . 

如 盯 2 与 e 都 是 所 上 5 的 两 个 无 限 基 数 , 而 6 < 之。 ,用 名 CR 
这 因为 ,名 星 然 二 2 。 再 芭 , 对 于 任意 葵 定 的 秩 所 6, 有 线性 变换 
存在 ;外因 为 ,我 们 可 由 选取 偶 的 一 个 基 及 具有 葵 定 基数 的 -~ 个 子 
和 集合 (e#) 以 得 由 这 样 的 变 顽 ， 于 是 ,使 ae 一 eh 而 i 天 是 时 e: 一 + 0 
的 黎 性 变换 具有 记 需 的 秩 .、 今 秩 e 的 入 性 变换 剖 属 于 而 不 属 
于 中 ;所 以 信 尖 品 和 因此 ,RCR 页 郑 对 应 e 一 中 是 1 一 1 的 . 

2 的 双 侧 理想 的 主要 结果 是 : 理想 是 8 里 仅 有 的 凌 双 倒 理 
想 、 要 证 这 个 事实 ,需要 下 面 的 i 计 更 

引 ] 惠 如果 A 太 BER, 而 plB) 所 pltA) 别人 里 有 P 扩 口 窑 
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在 使 B= PAQ. 

证 命 员 一 名 旨 开 这 里 部: 是 4 的 县 宗 关 : 同 理 可 乞 路 一 
先 人 Bh， 分 (x4) 是 区 的 个 其, 而 Cy) 是 及 的 -一 个 基因 为 
dim 和 | 一 dim 入 4 区 dim RB 一 dim 和 ， 故 可 建立 (3 到 (x) 丙 
的 一 个 [一 1 对 应 yx 一 +;。 倒是 把 y; 鼎 到 x 肉 而 把 和 0 上映 到 0 
内 的 嫉 性 变换 ， 因为 向 量 x14 构成 一 个 缉 性 学 关 焦 合 ; 故 有 一 个 
线性 变换 台 存 在 使 {x10 一 yx8， 于 十 ， 

7 有 4 已 一 2 一 3 
aPAO 一 0 {x€ Ns), 
所 以 P40 = B, 即 为 所 求 . 

他 瑶 包 是 中 里 仔 瘟 的 己 双 便 理想 . 合 e 是 最 小 无 限 基数 使 对 
于 所 有 了 翌 E 争 , e > p(B8)， 如 果 轩 含有 和 配 三 = dim 筑 的 一 个 各 性 
变换 召 , 而 4 是 对 的 任意 线性 变换 ,有 4 的 秩 和 3 的 秩 . 页 下 引 
理 得 4 = PBO Et， 于 是 ,加 = 二?; 这 与 假 南 了 矛盾， 因此 ,对 于 得 
个 五 E 轴 有 记 盖 pf 收 e 委 五 因为。 所 5, 玖 由 害 义 指 纤 名 万 
2-。 男 一 矿 面 ; 合 上 是 中 的 任意 元 素 , 如 ptC) 之 e; 知 且 ， 如果 
afC) 是 无 最 的 ,出 必 有 -个 有 CE 轨 存在 使 p(B) 字 PCC)。 由 引 理 
知 , 这 可 推 得 CE 包 。 如 果 efC) 是 有 限 的 , 则 同样 可 证 得 CE 对， 
除非 对 于 每 个 B 有 pCC) > p(3). 无 论 怎 样 我 们 可 挫 得 各 售 有 
秩 1 后 每 个 米 性 变换 。 分 将 指出 : 有 限 秩 的 任意 变换 是 秩 1 的 变 
换 诅 和 ， 蛋 证 这 个 结果 , 合 RC 二 [yz ,ym]， 这 里 y; 是 入 
性 无 闫 前 。 于 是 ,对 本 任意 * 有 

xC 一 内 (Cr)yi 十 PCr)y2 十 十 中 mC yn 
显然 p(x) 是 线性 画 数 ， 而 使 xi 二 由 Cx)y; 的 里 站 Ce 是 秩 1 的 
一 个 线性 变换 ， 显 然 扣 = Ci 十 Ca 十 … 十 Cn 着 且 因 为 我 们 知 
道 0;€ 和 3, 故 知 CEB 于是, 2 里 每 个 已 是 属于 对 ,页 委 一 中， 
这 鲜明 了 

定理 5。， 令 吕 是 无 限 雁 向 量 空间 芝 旦 拉 性 涡 换 的 更 .对 寺 每 
个 无 限 营 数 。 专 dm 只， 我 们 定义 为 我 < e 的 族 性 炎 换 的 到 
体 ， 则 中 是 中 蛙 一 个 遇 骏 侧 理想， 状 且 任意 的 莫 双 侧 理 想必 与 一 
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个 名 重合 ， 

我 们 已 知 , 如 果 。 太 e' 是 氨 上 的 两 个 无 限 基 数 , 而 和 且 e < e， 
有 名 CS， 所 以 定理 5 指出 对 应 a。 一 是 之 上 的 示 限 基数 的 第 
合 到 台 里 黄 理 要 和 集合 上 的 一 个 格 间 攀 。 特 别 基 我 们 知道 鲜 至 少 有 
一 个 站 双全 理想 & :这 里 e 是 阿 烈 赤 孝 ， 这 个 更 租 由 有 痕 秩 的 变 
换 和 构成 ,此 后 用 于 南 去 它 . 显然 3 含 村 8 的 每 个 非 零 驱 侧 理 想 里 ， 

10. 楼 性 变换 的 黎 器 环 。 关于 有 限 维 向 量 答 并 的 科 性 变换 环 
前 一 些 缚 果 可 扩张 于 稀 性 变换 的 任意 榈 窒 环 ， 我 们 知道 , 斌 性 变 
换 肘 集合 久 十 在 有 限 扼 打 里 权 密 的 必须 而 且 只 人 须 对 于 向 量 的 任意 
两 个 月 序 的 有 限 和 集合 (zl za zw) Cy 其中) 
是 区 性 无 美的 ,有 一 个 4 时 存在 司 zi4 二 ys(i 二 1,2, ze)， 

首先 要 吝 籍 性 变换 的 任意 稠密 环 寂 是 自 司 态 的 一 个 不 可 狗 集 
合 ; 亦 即 加 法 看 员 的 子 司 中 ,能 侃 由 芷 上 且 到 自身 内 的 子 合 只 有 腾 此 
0。 这 上 因为 ,省 各 是 这 样 -- 个 子 登 ;如果 已 夭 0, 山 它 含 有 一 个 疝 量 
* 隆 0. 如果》 是 抽 里 行 意向 量 ,出 可 找 出 一 个 4 EU 使 x4 二 y. 
于 是 , y&€ 久 ， 拓 为 ;是 标 意 的 ,这 就 证 朋 了 6 一 全 

关于 稠密 球 的 另 一 个 显著 的 结果 是 : 本 人 简 的 自 同 态 中 能 与 每 
个 45 可 交换 的 只 衣 炖 是 乘 法 ， 这 是 前 章 定 理 2 的 一 今 推广 ， 
水 的 诅 骨 可 逐 句 移 用 于 现在 情形 . 

要 人 内 线性 变换 的 所 有 稠密 环 , 并 把 它们 分 类 是 很 困难 的 ;但 
对 于 合 有 有 限 秩 的 非 需 变换 说 这 样 稻 密 环 类 的 一 -个 重要 子 类 很 多 
者 可 作出 大 子 岂 分 类 ， 本 节余 下 部 分 及 后 两 节 将 询 授 这 个 类 型 的 
环 的 理 福 ， 

我 匀 先 葵 旱 作 这 样 环 的 - -个 太 法 ， 写 将 性 首肯 是 完全 一 般 的 
方法， 我 们 从 共同 灾 关 R* 的 一 个 双子 次 则 8' 开始 ， 幸 全 RS 
抽 ) 宕 示 线 性 亚 换 4 的 全 体 , 这 里 要 4 的 折 转 变换 A 把 和 WR 英 到 字 
自身 内 . 我 们 知道 , 和 是 线性 变换 -fA4*, 这 里 A*(x] 二 f(xA)， 
今 分 和 和， 四 由 是 各 的 仔 意 元 沫 ,ww tty， :zm 是 中 里 任 


意向 量 , 并 全 下 二 人 而 X wi。 我 们 知道 , 后 者 意味 着 大 是 线性 
E 
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变换 * 一 六 g(x)wi， 改 忆 是 有 限 筷 的 ， 如 果 了 生性 管线 性 两 
1 


米 , 则 还 有 FF*Cx) 二 囊 四 Cr)fCw)， 开 以 ,fF* 是 中 ,由 ,中 
的 一 个 线性 租 合 ;因此 F* ER %R)，。 这 证明 ; 8(W |%) 含有 有 
限 秩 的 非 才 变 换 ， 合 字 ( 和 | 分 ) 二 3 站 2C% | 六 ), 证 是 舍 于 号 (和 3) 
的 有 限 秩 变换 的 公休， 

我 们 邻 证 仿 (%'| 闹 ) 是 在 里 笛 害 的 ， 这 因为 ,人 (ia 
?是 线性 无 其 的 ;并 全 (ay om， xm) 是 中 里 任意 向 量 ， 因 为 
氏 ' 是 信子 密 间 ， 所 以 第 合 有 使 p(y) 一 Br 了 二 1: 2 m2) 
的 嫉 性 两 数 只:。 于 是 ， 入 性 灰 挽 FF 二 工 类 X mC SNR |R)I, TW 
y= w= 12 ,mm), 序 得 所 汝 . 

由 2CR' |W) 的 定义 显然 知 这 个 第 合 是 人 =8(R, RD)( 二 C3%*| 
负 )) 的 一 个 子 环 ， 同 再 ;, SO% | 折 ) 是 台 的 一 个 子 环 ， 今 分 下 是 
CR |%) 的 人 童子 环 , 宪 含 及 ( 吕 | 黄 )， 因 为 人 (NW | 六 ) 是 稠 窗 的 ， 
故 针 是 筒 密 的 ， 扣 合 有 有 限 秩 的 非 喜 变 换 也 是 显然 的 , 

反 和 过 床 , 合 虹 是 使 %ns 天 0 的 线性 变换 的 任意 稠密 环 。 分 
%' 是 和 %* 的 子 空 组 ,由 
(7) R= DS Rps 

FEgI 宁 
决定 的 , 亦 朗 移 基 含 有 实 间 中 *F 的 和 R$ 的 最 小 子 实 间 ,这 里 FE 
9 门 $。 如 我 们 将 证 明 物 县 例子 实 章 , 并 日 人 (| CCE | 
RR)，K' 的 谷 体 可 由 下 面 引 埋 得 出 ,这 引 理 自 寺 是 有 部 的 . 

引 理 1 如 时 甸 是 自 同 读 的 巴 可 移 履 , 央 让 的 任意 非 堆 双 便 
还 想 轨 是 不 可 药 的 . 

证 ”如 梁 * 是 法 上 所 作用 的 洗 员 的 一 个 非 雪 元 素 ， 风 元素 xB . 
{这 里 BE 加 ) 的 集合 下 是 关 于 对 不 变 的 一 个 子 汪 。 押 以 x 吕 二 泊 ， 
或 x 加 二 0， 如 果 x 吕 = 二 0, 划 带 有 这 个 性 质 的 xx 的 集合 吾 不 是 0， 
但 全 出 是 甘于 所 不 变 的 一 个 守 便 ,上 所 以 全 二 和， 于是; RB = 0， 
这 与 委 沁 0 溯 盾 ， 半 二 证 得 对 寺 每 个 非 禾 的 x. x3 一生 成 亲身 
关于 名 的 不 可 徇 性 是 这 个 结果 的 一 个 直接 推 蛤 . 
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他 可 证 由 《7) 所 决定 的 空间 全- 是 公 节 空间 ， 我 馈 策 道 ,等 是 
2 里 一 个 双 倒 理想 ， 所 以 字 ns 是 由 里 一 个 非 雹 双 便 理 外 ; 故 由 
中 理 1 知 : 全 介 是 不 可 和 约 的 ， 如 果 x 天 0 属于 有 匀 , 如 可 找到 一 仿 
FESN 针 使 xF 关 0, 我 他 还 可 找到 - -个 线性 两 数 了 使 azF) 天 0， 
于 是 ,7P#Ke) 天 0 而 JF*ER， 所 以 ,和 N' 是 全 子安 关 ， 

全 分 4E 半 因为 站 于 是 如 里 一 个 理 焉 ,法 有 下 面 的 关系 : 

RA = DRIFEFA — PRAPFIHER, 

于 是 ,我 们 广 明 了 针 C2C%'|R) 、 要 让 其 于 包含 关 茶 SC | 匠 ) 忆 久 ， 
就 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 2 令 了 是 有 耻 获 的 一 沾 六 痢 ,并 令 RF = [mm 
xm ， 这 里 zw 基 模 性 无 期 的 ,上 则 有 一 种 方法 而 且 只 有 一 种 方法 把 


写 让 全 和 X wi, 这 里 而 ER*:; 四 也 是 荐 性 无 堵 的 ,并 且 扩 + 一 
[四 办， 中 w] 对 于 R* 的 每 个 本子 空 章光 成 坦 , 
证 “我 辐 已 知 ($ 9) F 具有 形状 六 页 X w， 叭 一 性 也 在 请 


面 讨论 直接 积 时 诗 过 ?2?; 所 以 引 理 的 前 一 部 分 成 立 ， 他 全 ER*， 
剧 fr* 一 Pi 所 以 RF* CC [$1， 由， 中 wm]. 另 一 方面 ， 
和 如果 久 ' 是 稠 害 的 ， 则 可 在 各 里 找 出 gi 使 如 fa) = 5;，。 于 是 ， 
所 下 下 一 中 ， 从 而 [中 ， 中 ;1， “3 单 o] C RF 续 完 成 了 证明 . 

他 全 FES(R' RR), 于 写 下 F = 二 下 X wt， 这 里 vw 构成 和 RF 
的 一 个 基 . 风 RF 一 [内 ， 中 pn], Tip, CER. 雹 对 于 活 
宜 的 jE 和 UN 及 有 RYE 十 ?EY 十 十 Rt， 全 把 前 
而 引 理 用 于 i, 并 写 请 一 分， 和 4 X vk， 这 里 wx 构成 吕 F; 的 一 

的 

个 基 , 而 yx 构成 各 *F2 的 一 个 基 ， 则 对 于 和 里 适宜 的 wk 由 一 
这 dtkr 因为 站 是 稠密 的 ， 而 对 于 固定 的 j, wi 是 线性 元 关 
六 是 
前 ,所 以 可 我 到 4; EA 起 


1 见 囊 -女童 1 的 中 伍 好 未 章 48 的 末 台 ， 
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BY 2 
今 变换 这 F141E SN 而 


之 FiAii 二 之 (Z Pa XX wt) Aj = 之 Pie X vd 


一 = 之 ik XX ikl 一 -之 (¥ pi tik 中 Xa 


一 6 Xu 二 FF 

放 王志伟 有 下， 这 之 成 了 下 面 竺 构 定 理 的 区 时; 

定理 6 今生 是 R* 的 一 个 全 于 空 半 ， 并 令 人 (WW | 损 ) 是 捞 性 
变换 4 的 至 体 ， 这 里 4 的 折 转 变换 把 实 映 到 宅 自 身 肉 ， 旧 含 有 
SR NR) 二 NLR NR) 的 (RN' |R) 里 的 任意 子 环 台 是 奖 性 变换 
的 一 个 锋 密 和 环 , 宅 含有 有 乃 铁 的 非 赤 蛮 换 、 友 这 来 ,线性 变换 的 伯 
喜 著 窗 球 . 宅 含 机 有 限 黎 的 并 局 蛮 换 和 痢 可 沪 檬 得 出 

实际 上 我 科 的 论证 里 玫 立 的 千 果 堵 定 理 所 训 的 内 容 克 名 ， 璧 
和 如; 我们 有 由 葵 定 的 环 所 所 决定 的 例子 空间 于 的 公式 (7)。 由 .上 
面 的 讨论 还 容易 知道 全 (| 委 ) 二 我 ”x 各, 素 是 映照 四 X wi 的 
全 体 , 这 里 和 ER we ER。 如 果 从 2 | 条 ) 及 3( 入 |] 咒 ) 之 间 的 
一 个 环 开 始 ; 则 由 《7) 所 决定 的 空间 是 倘 自 身 ， 这 些 结 果 证 戎 者 
下 己 验 证 

这 个 主要 定理 还 可 惜 对 避 空 间 规 成 更 对 称 的 形状 ， 要 达到 这 
个 目的, 合 中 及 对 是 关于 中 阐 性 形式 8 对 偶 的 , 则 得 党 到 弹 * 的 
-个 全 子 宏 闻 SG* 上 的 自然 等 价 : 如 果 y ERR, 副 y'R 基业 性 闹 数 
yr 二 gy x 如 果 AERCG*| 抽 ), 期 4 = RdsR 是 对 
到 它 自身 内 的 一 个 入 性 这 换 ， 我 们 中 散 4 关 于 的 折 醒 变 痪 ， 
与 有 限 条 宇 形 一 样 ,， 对 于 上 所 有 x € 和 及 所 有 EN, 4 省 合 条 件 
(9) ECXA, 9') = gx, y A ), 
反 过 来 , 侣 4 基 们 里 任意 线性 变换 , 而 对 于 4 存在 有 和民 里 一 个 万 
性 变换 4 使 C9) 成 立 ; 剧 区 4 二 gy EES”, 而 4ERCSS 只 )。 鼓 


1) 参看 第 元 意 上 1 


生生 


有 4 是 4 关于 8 灼 折 转 挛 换 . 至 此 , 2S819 自 然 世 可 表示 为 3 
器)， 在 这 个 环 里 ; 宇 阮 秩 的 变 揽 有 形状 枉 yi X 入 这 里 与 通常 一 
样 ， 宇 表示 陕 妥 x 一 了 sfz yxi。 己 yi X 如 在 入 里 的 折 转 变 
的 是 避 yiX xi, 这 里 y( 守 yi X #1) 二 于 yig(lxi, y)， 所 以 , 集合 
FCN |R) = NN | RY 与 (按司 样 方 社 定 义 的 ) 导 ( 和 | 和 ?在 脆 服 
4 一 A 下 对 应 ， 

至 此 可 输出 定理 6 利 在 对 偶 空 间 的 说 法 , 

定理 人 令 名 及 是 对 入 向 量 空间 , 开 令 (RW | 各 ) 焉 示 毅 
里 提 性 变换 的 至 体 , 守 在 和 R 里 有 折 思 变换 ， 则 8 | 入 ) 的 任意 子 
斌 , 玫 含 有 后 ( 科 | 生 ?一 守门 交管 了 时, 是 吐 盏 矶 性 变换 的 一 个 猎 
密 式 , 而 这 个 环 含 有 有 限 牧 的 非 零 变 换 。 皮 这 来 ,起 性 变换 的 任意 
先 密 环 , 宅 含有 有 了 眼 秩 的 非 堆 变换 对 ,都 可 久 畔 得 出 ， 

用 这 人 说 持 显 然 和 里 折 转 变换 4' 的 集合 是 入 里 一 个 称 
害 环 ,合并 有 限 秩 的 变换 ， 陵 照 4 一 4 基 寻 到 对 上 的 -~… 个 友 阿 
侈 , 


习 题 71 


1 党 流 是 入 .Ei 和 二 宝 间 带 有 一 个 可 获 基 ,天 分 思 是 稳 虱 变换 的 合体 ,这 点 安 换 
关于 这 个 蔓 揭 随 的 形状 为 
[3 0 | 
o ol’ 


这 里 4 症 一 个 有 有 限 重 ， 弯 阴 ; 避 是 一 个 稠密 环 ， 

2， 人 民 与 第 1 是 一 吾 ， 井 仿 号 是 例子 空间 [is 四， :…], 这 里 四 (5 站 一 地)， 
而 《让 是 一 个 基 ， 导 明 : 4 ID 六 膨 而 且 现 须 宅 关于 基 《ei 的 自 是 行 让 诺 呈 
列 有 瞄 的 。 


3， 舍 已 玖 严 是 更 下 这 里 剖 旨 性 变换 , 它 全 的 降 是 
0 
0 1 
| 0 1 ) | 
| 0 1 |， | 1 
: ; 
. \ 


证 明 : 由 如 受 正 尘 成 的 代数 吾 F ,WV] 旺 想 窜 的 ,并 日 富有 有 限 著 芍 变 机， 
4， 租 部， 昌 困 内 量 {2 六 -和 CWD 是 机 余 的 《Biey 二 请 妙 ， 刚 绕 性 变 同 “ix 一 
由 i X 上 适 台 障 单 位 的 潍 法 无 = 


* 237 


5,《 李 托 夫 )， 证 明 : 从 人 开 ) 的 任 章 有限 子 陛 各 可 嵌入 - 个 十 环 里 ,这 
子 蒜 是 与 一 个 帮 限 阳 打 名 m 同 以 的 。 
565， 就 明 ; 守 CR 筑 = 筑 ' x 的 任意 丰 进 想 的 形状 办 语 ' x RK; 这 里 局 "是 级 
的 一 个 子 襟 间 。 而 民意 太 理 想 的 形状 沟 统 ' X 站 ,这 里 入 是 四 敬一 个 子 纤 间 [ 寡 看 第 
芭 音 ,8 了 , 人， 
7， 就 明 ; SC 只 》 是 单 犯 的 ， 
8. 放 明 : 4 在 外 里 二 一 个 折 辑 变 模 必 有 扰 而 且 只 肚 4 是 各 人 荆 圣 席 - 折 扑 ) 到 它 
由 身 内 的 一 个 速 壬 酉 有 巾 。 
11. 同 构 定理 ”他 来 对 葛 线 性 变换 的 柚 密 环 ( 世 含有 有 限 悉 的 
非 辟 变换) 的 局 构 问 题 ， 为 着 这 个 晶 的 ,我 们 使 用 结构 定理 的 原来 
形状 , 亦 即 加 可 具 在 晤 个 环 之 间 如 8CR' | 并 ) 二 和 了 CR’ 名) , 靶 里 
RN 是 中 的 一 个 全 子 闪 湖 ， 我 们 已 知 ) SC%'| 愧 ) 的 每 个 右 理 想 具 
有 形状 SS X 怠 , 这 里 是 入 的 一 个 子 空间 ， 现在 如 果 4 是 贷 里 
任意 线性 变换 ， 则 (ZV: X #4 二 工 灿 X xiA， 所 以 SG X 路 衬 
盾 上 是 名 里 一 个 右 理想 , 并 且 下 是 下 里 一 个 右 理 想 ， 如 果 5' 一 
[由 基 视 的 一 个 一 稚 子 空间 , 荐 显 然 SS x 筑 是 于 (%' | 入) 的 一 个 极 
小 右 理 想 ， 因 为 命 寺 CR'1%) 星 的 外 的 任 次 厂 班 椒 显 然 有 是 3(R' 
贡 ) 前 -一 个 右 理想 我 们 的 毅 遇 指 虫 : [由 X 和 是 前 一 个 概 小 右 
埋 想 . 
信 可 将 关于 所 前 下 面 证实 列 出 : 1) 4 是 筑 里 自问 态 的 个 未 
可 蒋 环 , 2) 与 了 里 等 个 4 可 变换 的 自 同 杰 的 集合 是 策 量 葬 法 的 集 
会 ， 及 3) 负 拥有 极 小 右 理想 。， 这 些 和 苦果 使 我 们 在 第 八 章 的 $5 里 
基于 有 限 维 向 基 空 间 和 的 线性 变换 的 环 的 同 构 可 移 用 于 现在 情形 ， 
仿 将 前 面 睹 用 的 葵 狂 摘 查 如 下 :全 S 基 届 里 一 个 极 小 右 理 息 ， 
状 合 + 是 使 *3 芭 0 的 :个 调 量 ,风纪 是 贷 由 外 有 映 到 它 自身 内 的 
一 个 子 界 ， 于 是 x3 一 中， 我 们 可 如 前 推 得 映照 X: 有 一 xz 了 3 是 3 
草包 上 的 一 个 算 子 同 椅 ， 
邻 考 夸 两 个 同 悦 环 中 全 二 1 2) ,这 里 中富 | 生 卫生 卫 守 (9 
得 ， 而 扩 ; 是 Ai .上 一 个 向 量 实 间 , Ri; 是 R; 里 烽 性 图 数 的 一 个 全 
子 容 间 ,分 4 一 4 由 是 中 到 员 上 的 一 个 辣 构 ， 花 邓 里 移 脱 一 


1 疹 硝 习 如 71 的 名 6 是 ， 
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个 援 小 右 理 息 芋 , 井 他 3, 二 3， 分 下 星 到 如 上 决定 的 并 ;内 
的 一 个 算 子 同 构 ;出 由 弟 八 章 的 55 的 福 证 知 ,映照 古 二 六 地 ;大 
贡 | 到 全 :上 的 -一 个 1 一 [ 年 线性 亚 摘 ,并 县 对 于 台 蛙 折 有 必 ， 


《10) A = 1 
成 立 ， 特 别 是 ,我 们 与 前 一 样 知 , 基 可 除 环 是 同 构 的 , 寿 且 8, 与 
有 相同 的 维 数 ， 


在 有 限 情 形 需 要 衣 的 就 荆 这 样 ， 但 在 无 限 情 形 应 该 增加 一 个 
重要 直上 明 。， 这 是 关于 伯 锥 性 变换 的 折 楚 灾 斤 ， 令 来 定义 对 于 任 
意 守 线性 变换 的 这 个 慨 念 . 

分 3 是 革新 汪 : 内 的 任 剖 竺 纺 性 交换 ， 和 大 分 是 与 9 相伴 的 
全] 到 入 ;上 的 国 构 ， 央 对 于 任意 x1 EV， (ax05 二 q(x15)， 今 分 
蕉 za 蚌 员 , 里 什 意 未 性 画 数 ,并 命 

gx1) = fCx15), 

旭 8 量 然 基 病 上 一 个 线性 轴 数 ， 我 们 还 可 记 接 验证 : 腊 照 5*:f> 
g 是 3 测 RY 两 带 有 相 件 问 构 :的 一 个 什 线 性 变换 ， 我 个 虹 经 
做 3 的 折 回 ， 如 同 厂 性 变换， 
(11) CS152)* = S757, 
出 此 可 推 得, 如果 5 有 润 寂 换 577 Cv 到 上 带 有 和 辣 交 5 的 一 个 
半 纤 性 变换 ) ,因而 $8"!= 1 = 8-15, 刚 5*(571* 二 1 二 (87) 
于 是, S$S* 世 有 一 个 省 变换 .。 这 等 价 子 说 加 果 5 是 多 到 区 上 的 
一 个 1 一 1 上 遇 腿 ,有 科 是 贡 用 + 上 的 1 一 1 腕 照 ， 我 们 强 罕 到， 
是 氏 | 里 有 限 鞭 的 -一 个 变 挽 必须 而 且 只 天 U7FU 是 马里 有限 
秩 前 变换 . 芍 马 把 SC | 的 ) 竖 注 S|o) 上， 和 如果 引 用 关于 车 
的 公式 (7) ,我 们 可 验证 ，U* 把 上 映 匀 Ri 上， 这 因为 

RU 一 DRIPEUY 一 PRIUS — PARE 一 N, 
所 以 我 科 可 述 出 下 面 的 同 构 椒 理 : 

定理 了 ， 太 9iG 一 1,2) 是 和 AA: 上 一 小 向 量 空间 , 并 令 E 是 
办 上 辣 性 务 训 的 一 沾 公子 空间 ， 裔 %5 是 ES 的 一 个 子 环 全 
有 守 CRi 9 凑合 中 是 明王 和 上 的 一 个 局 构 : 则 有 对 到 吕 上 一 
个 1 一 1 半 失 性 变换 忆 在 在 ,号 的 折 得 把 匈 ) 装 到 怠 上 天 使 对 于 所 
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有 有 EM A1$ = 也 2 

这 个 人 定理 有 许多 有 有趣 的 扒 论 。 这 里 莉 出 一 个 ,是 习题 56 的 第 
5 题 的 推广 . 

荣 1，。 令 锅 基 域 硬 上 一 小 向 量 空间 ,天 令 入 是 的 一 个 下 
子 空间 了， 别 像 禁 心 的 元 素 未 副 的 ( | 贡 ) 的 每 个 自 同 凡 是 内 全国 
构 . 

证 显然 eR | 各) 全 有 入 量 浅 法 的 集合 多 、 双 因为 与 CR | 
外 ) 的 折 有 元 素 可 安 换 的 自 同 态 只 是 纯 量 琵 法 ,所 以 集合 下 是 
eR jR) 重心， 如果 4 一 4 是 史实 | 于 ) 里 一 个 自 同 殊 , 列 人 -一 
个 年 线性 变换 性 存 在 征 -i = EL4U， 如 果 # 是 征 里 相 伸 上 自 同 
档 : 则 Bei 一 (ex 全 假定 对 于 所 有 ay at 帅 二 wy 则 Emo 一 
只 二 0。 所以; 二 Cow); 因此 5#r 二 1， 获 是 线性 变换 ， 因 
为 U* 把 器 蜡 到 它 自 身 肉 ， 获 由 定义 得 UESCR IN)， 办 此 中 是 
内 自问 攀 . 

这 个 结果 舍 有 下 面 的 特殊 情形 ， 

荣 和 2 域 上 一 个 向 量 空 间 的 克 注 沉 谢 的 更 8 的 每 小 自 同 接 保 
特 心 的 元 到 示 灶 , 则 必 是 丙 自 同 构 . 

习 是 ?72 

1. 令 A 是 长 意 除 环 , 具 在 下 而 的 性 质 : A 里 日 同 闻 能 保持 心 的 元 素 不 变 。 则 
这 紫 自 同 攀 角 是 内 得 度 构 。 如 时; 如 果 届 是 人 上 一 个 向 二 室 间 , 期 环 避 CE i》 的 
和 个 自 周 构 , 罕 保 排 心 的 元 素 未 变 时 , 必 是 内 月 同 均 ， 

12. 反 自 局 构 与 名 量 积 开 存 营 虑 求 禄 性 变 机 的 稠密 环 ( 合 
有 有 限 著 非 零 究 换 的 ) 能 和 央 有 一 个 反 自 同 构 的 条 件 的 问题 ,这 里 使 
用 竺 构 定 埋 的 第 二 种 发 汪 索 为 方便 , 亦 即 粹 定 引 作为 SCR | 号 ) 的 
一 作 季 环 含 有 人 (CR' | 中) 的 ， 沪 里 以 及 NW' 是 关于 双 禾 性 形式 # 对 
候 的 ， 引 及 与 笠 反 同 构 的 除 环 A ， 并 会 a 一 mf 是 入 到 和 A' 上 的 
一 个 固定 反 同 构 ，。 如果 取 zx 二 wx, 居 党 可 看 做 入 "上 一 个 右 间 
量 空 关 ， 同 理 , 和 如果 取 o'r 一 we 了 和 可 看 做作 .上 一 个 左 千 量 
从 间 ， 


他 屋 4 一 48 基 中 里 一 个 反 自 同 构 ， 如 昌 4 表示 4 关于 EE 
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的 折 苇 , 芭 4 一 4 大半 科 - 一 个 环 对 上 的 一 个 反 同 构 ; 并 有 和 且 2(N) 
和 RRINRY， 所 以 , 上 陕 照 人 一 4 姬 是 中 到 时 上 的 一 个 问 
攀 ， 辫 由 而 构 定理 知 , 有 (A“ 上) 于 向 量 答 闻 RW 省 让 向 最 实则 筑 
上 的 一 个 半 线 性 变换 『 存 在 使 对 于 所 有 EE 六 1， 


(12) AP = FT 

成 立 。 站 线性 变换 关 可 用 于 定义 质 里 一 个 纯 量 积 ; 这 因为 , 我 们 
可 分 

(C13) Atx 8) = gx, yV 7), 

于 是 ,显然 有 


A 
hx 31 十 ya) 一 h(x, my + 下 xy y2), 
lar, y) = CE 人) 
再 出 
Bx, ey) = glx, fo TD) = gr, ee (yoyF-D) 

= gx, GV Da Tm) = gx yV a 

一 h(x, ya, 
这 里 ”是 与 己 相 但 的 和 到 和 上 的 同 构 ， 因为 起 入 到 A 上 
的 一 个 同 构 , 而 :是 AA' 我 入 上 的 一 个 友 同 构 , az 是 和 里 -一 
个 反 自 同 攀 ， 命 克 二 er; 于 是 ， xy ay) 一 Arziy) 区 ,而 二 是 
甘于 w 一 和 的 中 里 一 个 本 量 积 。 

& 的 非 退 化 性 与 亚 的 性 硅 易 知 可 推 得 匡 的 非 退 化 性 ， 所 以 ， 
如 果 取 za = ex 而 把 条 看 作 A 上 一 个 右 向 量 空间 , 草 是 关于 
与 它 自 入 对偶 次 证 ; 对 是 81R| 员 ) 的 一 个 子 环 食 有 全 ( 苇 | 和 R)， 
这 因为 ;如果 A EH, 则 
ty 二 3 二 8 
= 中 一 有 yd 六 
= ptr, yA ), 
履 4 ERCRi3). 寻 且 农 半球 的 折 转 是 狂 定 的 友 辣 煌 下 的 每 好， 
入 一 太 面 , 介 玉 ECRI), 基 
glxrt, yy) = hx, y PY = plr, y' VEE) 
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一 有 srTFET-IT7 
= gx, y VEY™T); 
二 以 F 有 关于 #8 拘 一 个 折 坊 , 井 且 上 EA 鼎 以 ,我 们 让 明了 2( 筑 | 
RR) 二 RR), EB 并 是 贡生 天 的 折 转 电 照 . 
我 们 还 未 把 4 《对 的 事实 完全 条 用 ， 下 面 将 指出 这 个 条 件 
可 推 得 (x, y) 是 一 个 弱 扎 米 特 纯 量 积 ， 灾 序 存在 有 贷 到 它 自 身 
上 -- 个 1 一 站 厂 性 变换 吕 使 对 于 所 有 *，?E 允 . 
(14) hr, y) = ACy, £0) 
成 立 ， 考 虑 上映 妥 yo x x 亦 妈 xx 一 (x 六 )xz 我 何 知道 ,这 个 映 
照 属 于 对 ( 吕 | 生 ) ， 荐 且 和 的 折 酝 是 y 一 yr y) 二 x si， 
这 里 一 or 是 w ~* 区 的 复 映 照 ， 因为 折 博 映照 把 虹 映 到 它 自 身 
内 , 所 以 y 一 Cx1; yo 与 艇 性 变换 袜 w X vw; 重合 。 由 简单 的 
其 芷 指出 , 我 他 的 变换 实 置 .上 有 zx X yi 的 形状 ， 所 以 对 于 所 有 
4 再 (19 一 下 (9 1) 成 立 . 如 时 末端 取 上 横 线 , 则 得 下 (219 ?一 
yy, x .因此 对 于 每 个 + 有 -一 个 < 存在 ,使 对 于 有 所 有 y, Cx,» 二 
By, 2) 成 立 ， 因 为 六 的 非 退 化 性 可 推 得 x 是 由 x 唯一 决定 的 ;所 
以 x 一 zs 是 提 到 它 自 身 因 的 一 个 映照 0，9 显然 是 一 个 自 同 态 ， 
再 到 
Kax y) 一 optry y) = ahly, wo) 
= ys sO = Hy, eo (x0)); 
所 以 (ax)Q 二 a"(x0), 而 是 带 仁 柜 件 让 同 构 吧 的 秆 线性 变换 . 
志 的 非 退 化 性 可 推 得 上 是 1 一 1 前 . 最 后 因为 3( 员 1 以 ) 的 每 个 元 素 
是 一 个 折 转 映 脱 , 故 台 基 到 贷 上 的 一 个 映 巾 ， 这 站 朋 二 是 弱 厄 类 
特 炖 量 积 . 
友 过 来 ; 设 记 是 怒 上 筑 时 一 个 非 湛 化 的 蚤 厄 米 特 纯 昌 积 .会 
AER(RIN), 并 且 全 4 现在 表示 宇 关 于 的 折 轩 映照, 划 
BxA sy) 一 有 DT #4) = yO A, x) 
= x yO AD). 
所 以 ad 人 二 Ax 90"TAQ)，。 这 症 明 4 ER(RIR)， 霸 且 


» 242 » 


A 07A0， 所 PL 一直 是 号 优生) 的 -一 个 反 自 同 构 ， -上 面 
的 结果 可 总 千 如 次 : 

定理 8 令 世 是 和 上 科普 戌 性 党 换 的 一 休 秽 密 于, 它 含 有 有 
限 和 多 的 非 堆 变换 。 吉 9 拥有 一 个 反 自 司 交 4 一 4， 则 人 入 有 一 个 
反 自 局 四 wz。， 并且 叶 里 存在 一 个 非 表 化 的 划 捷 米 特此 量 稿 使 
所 实在 8CR|%) 与 SCR|%R) 之 间 ， 着 县 使 4 一 4 与 甘于 上 的 折 
围观 腿 重 合 。 反 过 来 ,如 果 负 有 一 个 非 退化 的 英 后 亲 牧 纯 基 种 ,由 
2CR|R) 里 折 转 映 中 是 一 个 反 自 间 构 ， 

其 次 ,我 们 添上 和 条件: 4 一 A (二 4 王 ) 是 对 合 的 , 亦 郎 对 于 且 
有 .46 和 A” 二 4 成立 ， 由 -上面 导 出 的 美和 柔 4” 二 074A0, 这 个 
条 件 等 价 于 : 对 于 所 有 4 E91， 07A0 一 4 后 者 能 金成 立 必 须 而 
且 只 须 占 二 pm 是 一 个 韩 量 村 法 . 因此 4 一 4 是 对 全 的 必须 而 且 
只 有 编 对 于 一 个 固定 的 pV( 二 5) 及 所 有 yy， 

(15) Hzy y) = ph(y, +), 
他 将 指出 , 我 们 可 以 适宜 的 情 数 sx, y) 二 A(x yzr 代 赫 大 这 个 
fts y) 基 睫 米 特 炳 量 积 或 是 作 厄 米 竺 昔 量 积 。 首先 注意 型 (15) 
的 鞍 代 葵 出 
(16) x, ¥) = pA, ND, 
如 果 渤 取 x,y 使 如 x,y) 二 1, 则 得 3 二 vy， 吉 果 b 二 一 1, 则 
# 是 斜 厄 米 特 向 若 积 ， 涪 有 什么 可 证 了 ， 如果 vy 天 一 1, 命 += 
《2 十 1 井 贱 证 ， 

T= + Dwi i=0O 2 +i +1)!=ov». 
如 时 sx 二 xy 则 可 蛤 广 : 是 一 个 和 钝 量 积 , 定 钓 友 自 疝 
构 是 a 一 ot 三 ?Gr， 环 有 

sy x rls yy AT = hy, # I 


= DACy, sOT = Bx I = sx, Ys 
所 以 s 是 顾 米 特 乞 景 积 ， 豆 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 9 令 对 及 昔 与 趾 理 8 一 样 , 痉 裔 由 二 1. 基 A 有 一 个 
对 促 反 自 同 柚 ， 状 且 咒 里 存在 有 一 个 非 退 化 的 下 水 等 或 大 后 米 特 
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贰 草稿 使 4 一 4 与 关于 到 的 折 驾 掏 戎 重合 。 其 过 束 ， 如 果 趴 
有 一 个 非 退 化 的 顾 本 蔡 或 土 厄 炒 丑 苑 草 务 ， 刚 &CS|i) 星 折 验光 
昭 是 一 个 反 委 同 示 。 

还 得 税 明 的 十 : 由 习题 42 的 第 + 题 知 ,我 们 可 屋 这 个 纯 晶 积 
是 后 米 特 的 或 匀称 的 。 只 有 么 二 鲁 是 一 个 域 时 ,后 一 个 可 能 性 才 
成 立 ， 


加 题 7 


1, 念 5 是 筑 里 一 个 非 直 化 花王 米 转 或 疼 后 米 特 契 基 积 。 走 明 : 和 如果 已 悬 筑 的 
一 个 在 限 纵 非 兴 向 子 罕 间 ". 草民 二 名 图 壤 ,入 时 避 ' 是 入 的 正光 条 空间 
2. ( 黎 卡 圭 ) 全 所 是 一 个 线性 变换、 如 枯 2Cx0，yY07 二 AY, 对 于 


是 


对 分。 如 人 的 特征 数 二 2, 证 明 : 如 果 了 是 一 个 对 合 , 则 存在 有 一 个 分 解 吕 = Si 二 
光 ， 这 时 Si 及 眉 - 者 是非 于 向 的 及 证 罕 的 ， 震 县 对 于 +€ 尖 4 机 二 +， 而 对 于 所 

13. 朱 尔 引 理 .一 般 积 密 性 定理 ”关于 著 性 变换 的 稠密 环 得 到 
的 贰 果 : 泥 们 的 应 用 范 玫 很 广泛 ， 信 将 指 田 ,这 些 和 结果 应 用 于 自 同 
态 的 在 意 不 可 牡 环 ， 这 因为 我 们 将 证 明 : 槛 性 变换 的 稠 审 环 与 自 
间 态 的 不 可 物 环 这 两 个 概念 是 完全 等 价 的 ， 我 们 已 知 禾 性 变换 后 
等 个 稠密 环 是 自 同 态 的 一 个 三 可 锡 保 合 ; 所 以 剩 下 的 是 坦 明 逆 定 
埋 . 

故 届 甩 是 变换 董 叶 的 自 同 态 的 一 个 不 可 多 环 , 我 个 第 一 步 呈 
是 引入 一 个 可 除 环 A; 基于 么 ,下 是 一 个 向 莉 室 并 而 工 是 缕 性 变 
的 的 一 个 集 台 ， 央 为 有 下 和 面 的 基本 引 理 , 故 可 取 汶 个 步 即 ， 

屯 尔 引 理 加 果 % 是 实 换 梧 听 里 自 忆 态 的 一 个 不 可 势 王 ， 则 
与 每 沾 -LEE 可 实 换 的 自 同 雹 的 理 四 是 一 个 可 除 于. 

证 全 了 是 千里 任意 非 零 元 素 , 旭 象 且 RB 关于 对 是 不 变 的 . 
这 可 由 吾 与 对 的 元 霸 的 可 交换 性 店 接 推 出 ， 因为 RB8 关 0, 对 的 
不 可 药性 可 推 繁 壬 8 = 号 。 次 分 各 是 自 疝 态 B 的 核 ， 我 们 又 可 验 
证 筑 想 一 个 3- 子 萤 ， 了 及 因为 BB 于 0, 尔 天 各 所 以 ,条 二 0， 这 


站 知 果 全 M6’ =0, 则 后 是 划 迷 向 的 ,参看 第 五 沁 ， $7. 
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意味 普 B 是 1- -1 的, 亦 知 下 是 贡 ( 在 世上 自身 上 ) 的 一 个 自 同 核 . 道 
了 映 朋 B71 地 是 一 个 自 同 并 ， 显然 号- 与 每 个 4E€1 可 变换 ， 所 以 
BE 四。 故我 们 已 永 得 : 名 的 得 个 了 B 尖 0 在 加 里 有 一 个 和 逆 野 腿 ， 
赤 名 是 一 个 际 环 . 

因为 自 同 访 的 环 备 是 一 个 除 环 合 有 民 锻 自 同 志 , 办 办 与 加 
台 起 来 构成 一 个 右 向 量 空 间 ， 这 里 芳 量 积 xBCx € 捧 , BE 加 ) 只 是 
z 在 五 下 的 象 . 为 着 与 前 面 绚 调 左 向 量 空 半 一 致 起 见 , 仿 将 把 中 
看 和 作 一 个 左 问 量 空间 . 分 A 表 太 与 向 反 辐 构 的 一 个 除 环 .如 
果 B83 是 入 刊 委 .上 的 一 个 一 定 的 友 辐 构 ， 积 Bx 二 x8 转移 杀 
为 皇上 一 个 左 向 量 空 于， 办 然 半 的 元 素 芋 和 A 上 朱 里 (或 轨 上 护 
里 ) 的 黎 性 变换 ， 我 们 逊 知 道 , 与 每 个 4& 氏 休 实 换 的 白 同 态 只 是 
相生 乘法 . 

由 现在 起 ,很 定 半 天 0，、 如 果 绒 表示 对 于 所 有 4 能 使 >4 二 0 
的 = 前 集合 ,有 则 叶 尖 出. 但 由 关于 台 是 一 个 不 变 子 硬 , 所 凡 由 一 0， 
这 个 和 精 果 意味 著 : 如果 * 是 任意 非 堵 向 量 , 则 有 一 个 4E%E 存 在 全 
x4 天 0. 表 剧 周 定向 量 * 的 象 x 的 集合 x 了 显然 是 -一个 叶子 等， 
叉 由 并 的 不 可 香 性 推 得 * 和 = 于. 廊 以 ,如 果 * 头 0 及? 是 任意 向 
量 , 则 存在 有 一 个 4ES 使 *4 三 % 改 证 得 4 是 1- 重 传递 的 , 旋 
的 定义 如 次 : 

屋 世 大 有 员 里 线性 变换 的 -一 个 梨 侣 ， 如 果 和 给 定 以 < 扫 有 ) 个 癌 量 
的 在意 师 个 有 序 和 集合 《zi za xz， (yi 2 甘 中 力 
基 苇 性 无 关 的 ,， 则 中 里 有 一 个 4 存在 使 rid 二 二 一 1 2 
六 时 ;, 集 人 台中 八 & -下 优 递 集合 

我 们 杂粮 作 自 同 访 的 不 可 药 集 人 的 分 析 , 而 证 所 是 2- 重 忧 退 
集合 。 天 在 我 个 将 使 用 下 面 的 事实 : 绩 基 玩法 是 能 与 导电 所 有 4 
可 挛 换 的 公有 自 同 态 ， 作 为 证明 的 准备 , 我 们 注音 到 :和 如果 1) 3 
旦 1- 重 传递 的 , 骂 2) 如 果 《21， Xs x1) 是 I < ) 个 线性 无 闫 
问 量 , 则 对 于 三 1 2 75 芽 里 存在 有 一 个 线性 变换 站 使 

zi 二 0 (fA 而 xi 天 0， 

惠 强 性 变换 的 坏 慧 大 重 传递 的 。 这 因为 ， 如 果 瓦 全 二 1,2，:…， 
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六 存在, 划 可 在 里 找 条 -一 个 玉 合 5;8 一 W， 于 是 ，4 一 工本 下 
具有 上 所 需要 的 性 古 vs 二 yi 人 i 二 1,2, ,从 邻 取 1 二 2, 圭 目 
相反 地 要 衣 扣 时 没有 E 使 xE 二 9, 和 但 x 天 0， 如 果 吕 是 型 的 侍 
意 元 内 使 x18 二 0, 则 电 有 *%B8 二 0。 这 个 事实 可 推 得 对 应 xd 一 
xy 是 单 值 的 ,这 里 好 在 和 申 变 动 、 这 因为 ,如果 xd 二 x. 用, 而 
4 与 A 属于 对 , 则 对于 B= 二 4 一 4 有 zB 三 0， 所 以 , 0 二 x.8 二 
X 开 于 一 委 ) 而 #2A 二 xx， 分 知 架 x 了 的 集合 是 继 个 窒 闭 人 ， 显 
然 这 个 映照 开 是 :一 个 同 态 ， 折 以 守 是 员 的 一 个 自 同 态 . 如 此 居 是 
3 时 任意 纱 性 变换 ， 则 
《edDC = rAdC ~ taoAC 一 《xdC， 

而 这 指出 映 有 #4 一 zx24 与 CC 可 实 换 天 这 个 映照 是 一 个 感 量 乘 
法 ， 环 即 存在 有 一 个 BE A 使 对 于 所 有 4 wd 二 BxiA) 成 立 ， 
故 对 于 上 所 有 用, (xz 一 Bx 中 4 二 0， 于 是, 很 二 Bei; 这 与 妆 及 加 
的 条 性 无 关 人 性 了 矛盾, 

我 们 最 后 的 步 怒 基 指 出 : % 在 & 里 是 稠密 的 ;或 换 甸 疡 毅 ，%[ 
对 于 是 有 有 是 好 重 传递 的 ， 事 实 上 我 们 将 提高 一 步 让 时， 亦 序 诈 
朋 ， 各 性 变换 的 任意 2- 于 全 让 生生 和 害 的 . 惟 % 有 这 个 性 质 , 状 
假定 我 何 已 知 对 于 一 个 尾 殊 不 ， 4 是- 重 传 闭 启 ， 和 如果 我 们 能 证 
朋 ; 如 果 *i, ga *， Xk+1 是 生性 无 关 向 量 , 则 对 昌 存 竹 -: 个 变 折 
FF 使 i 和 站 时 xF 二 0, 但 xxriF 冯 0， 朋 这 个 精 灯 可 由 归纳 法 得 
量 ， 由 妇 物 法 假 族 知 , 对 里 存在 有 ;使 

wbBi = Bx (i 2 


是 
命 卫 一 2 Bi, 才 先 浪 虚 x4B 于 xt+tl 的 情形 ,; 则 XRtE 一 21 天 
1 


0, 而 在 外 里 存在 一 个 4 使 CxrrnB 一 xk41)A4 天 0， 和 如 果 F 二 EA4 一 
4 则 

Yi 下 一 XU 本 一 了) = (xanE — Yt A Fo, 
另 -一 方 四 ;六 作证 时 ;xj 二 zj， 所 以 xiEA 二 A 而 xiF 二 0， 次 
裔 xxx 二 xa 草 可 新 杏 契 一 个 各 让 种 辣 司 x Yi 是 弹性 
泥 关 的 ;这 因为 ,和 否 出 xinBi 二 se 疝 
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At 一 WEtIB = DxRLEr = TBixs, 

这 与 2， za * ,tht1 的 如 性 无 革履 了 节 盾 ， 今 全 xinBi 与 好 对 于 
一 个 特 踊 的 了 是 缠 性 万 美的 ， 因 为 % 是 2- 重 传递 的 ， 莽 有 一 个 
再 上 人 存在 使 vt 下 关 0， 和 但 zx 一 0 如 果 命 五 = EB， 到 得 
1 天 而 委 和 时 xx 一 3 有 有 二 和 着 且 z 巨 三 0; 己 xk+ 五 买 0 这 
证 明了 这 个 断言 : 工 且 完成 了 下 而 定理 的 永明， 

一 虎 稠 密 性 定理 志和 是 灾 换 徐 叶 里 非 零 自 同 驴 的 任意 不 
可 的 环 , 并 卫 把 于 看 作 一 个 除 政 A 上 的 一 个 本 向 量 空 间 , 与 每 
个 4€ 对 可 交换 的 自 届 惑 的 除 池 成 反 同 构 , 则 外 是 妨 上 名 里 挤 
性 沟 镍 的 一 个 翻 密 再 . 

14. 戌 性 变换 的 不 可 绝代 数 前 节 完 理 征 可 应 用 于 线性 变换 
的 不 可 物 代 数 ， 幸 在 这 个 形状 下 宪 习 镶 日 合 素 孙 论 上 洪 干 基本 的 
结果 ， 今 来 导出 这 些 结 果 ， 因 此 我 们 由 域外 上 一 个 向 量 窗 天 名 及 
二 上 人 % 里 线性 变换 的 一 个 代数 所 站 贸 ， 时 居 一 个 代 烙 的 假定 章 味 
清和 在 吉 法 及 葬 鞭 合成 及 用 年 的 元 来 作 的 环 法 (或 种 /) 下 是 圭 肝 
的 ， 

今 设 所 作为 线性 变换 的 一 个 集合 是 不 可 移 的 5, 故 可 假定 员 
的 子 窗 间 关于 台 是 不 变 和 的 只 有 中 及 0 ,或 等 价 地 识 , 集会 (1, $1) 
是 和 目 局 态 的 一 个 不 可 物 集 合 . 伟 将 指 由 : 加 果 时 天 0. 则 性 自身 
帮 为 自 同 态 的 一 个 集 侣 是 不 可 和 莉 的 。 要 谴 这 一 点 ;分 守 是 评 里 尾 
章 非 喜 向 量 , 车 虑 向 旺 *4 的 千 合 x* 半 ”因为 导 蚌 -一 个 代数 ,x 对 是 
一 个 子 室 半 ， 显 然 *g8 也 是 呈 -不 谈 欧 ， 所 以 ,x 时 = 二 员 , 或 x 二 0， 
如 果 x 外 二 3 成 站 , 出 使 s 省 二 0 的 问 量 = 的 集合 席 售 有 非 喜 向 
量 ， 显 然 久 是 一 个 子 空间 ,大 且 所 也 是 对 不 变 的 所 以 办 二 %， 
而 对 一 0, 这 与 假 屋 艺 盾 。 故 得 灶 于 任意 非 尝 的 xx 一 中 :并 且 
这 可 直接 推 得 站 是 自 同 态 的 一 个 不 可 和 和 侨 合 

至 此 可 使 用 前 节 的 精 架 了， 为 着 这 个 目的 ,考虑 与 每 个 4 
可 变换 的 自 同 访 的 环 愉 ， 显 然 下 己 再。 其 次 绷 察 到: 加 的 元 来 是 


1) 看 春 弟 四 章 , $1， 
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线性 变换 .这 内 为 ,全 oi EE BE 央 对 于 任意 AE 针 , 有 
0 = BigA} — (Cod)B = (Bo)A— ol AB) 

= {Bad — ow(BA) = (Ba) 一 《ord 

= CHa 一 wiB)A, 
所 以 ， 如果 Be 一 o1B8 天 0 肥 可 求 得 一 个 摧 旺 > 全 w= 二 x(ba 一 
mB) 关 J。 于 是 ; 半 于 所 有 4 yd = 一 0, 这 与 对 的 不 可 物性 泽 丑 ， 
故 对 于 每 个 wy Bar = we 奋 ,而 互 是 一 个 线性 变换 ， 改 可 诈 攻 也 是 
与 六 的 元 素 可 变换 的 稳 性 变换 的 全 体 , 显然 加 是 稳 性 变换 的 一 -个 
代数 ， 由 静 尔 引 理 知 , 6 是 一 个 可 除 代数 ， 

仿 依 济世 的 程序 , 江 引 入 与 8 反 辐 构 的 可 队 人 代数 A， 因为 里 
含有 面 ,, 我 个 可 发 4 刁 名 我 们 还 易 知 : 只 可 人 恢 下 而 方式 看 作 和 
上 王 一 个 左 向 量 罕 间 : 用 子 和 集合 下 的 元 索 所 作 和 炖 量 乘 法 是 原来 的 纯 
基 乘 法 ， 于 基 , 主要 的 稠密 性 定好 表 剧 : 虹 是 和 上 上 策 里 的 绪 性 变 
换 前 一 个 稠密 集合 ， 

今 将 把 这 个 结果 特殊 化 以 得 由 关于 约 性 变换 的 代数 上 才干 二 
和 典 定 理 ， 假定 自 基 代数 于 域 ,而 摘 基 出 上 有 限 维 罕 关 ， 合 对 是 外 
上 名 里 黎 性 变换 的 一 个 不 可 物 代 数 ， 全 下 是 与 虹 的 每 个 元 素 可 
交换 前 一 个 线性 变换 ， 囊 B 是 与 不 可 和 钓 货 合 ( 红 , 一 ) 里 每 个 元 索 
可 交换 的 一 个 自 周 楚 ， 所 以 由 逆 条 引 理 知 : 或 者 刀 是 0, 或 者 了 是 
满 秩 变换 ， 仿 全 PP 悬 旦 的 特征 多 项 式 的 - -个 恕 , 则 CC 一 互 一 六 与 
每 个 4€ 扫 可 交换 ,但 det C 二 0, 论 C 是 降 秩 的 ， 洁 旺 , C = 0， 
而 B= pi， 所 以 ,我 们 在 明 了 与 每 个 4E9E 可 变换 的 线性 变换 只 
是 郑 量 冬 法 ， 对 于 入 性 变换 的 不 可 煌 集 台 也 可 建站 同样 的 缚 困 
区 如 , 如 果 及 是 这 样 一 个 集合 , 旧 上 的 于 于 代数 2? [县 简 性 变换 的 
一 令 不 可 药 代 数 ， 青 则 ;, 如 果 B 厢 与 每 个 469 可 交换 的 一 个 稀 
性 变 澳 , 则 上 3 与 每 个 4ENU 可 交换 。 于 是 , 我 们 可 述 下 面 的 定理 ， 
臣 基 豫 尔 引 现 的 最 有 用 的 特殊 情 形 中 的 一 个 . 

定理 10， 令 2 是 代数 于 域 上 有 限 雁 向量 空间 和 R 里 失 人 性 二 换 


1) 参 洪 六 凤 意 , 5。 
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的-- 小 学 可 欧 集 今 ， 则 刁 每 个 4E€8 可 交换 的 如 往 万 换 只 有 纯 量 
欧 法 ， 

这 个 结果 及 笛 客 性 定理 的 -一 个 直接 推荐 旺 : 

审 思 赛 得 定 下 ”如 果 计 是 代数 于 域 上 一 人 有 紧 灼 向 量 空 间 里 
越 性 举 换 的 一 个 非 零 不 可 葬 代 数 ， 则 亚 一 吧 , 这 里 中 是 继 性 党 的 的 
完全 代 吉 . 

证 ”由 定理 10 知 , 与 4E 可 交换 前 线性 变换 的 可 除 代数 旺 
外， 所 以 由 筒 窗 性 定 埋 知 , 型 是 出 上 届时 的 各 性 变换 的 一 个 稠 寓 
集合 。 因 为 筑 有 甸 上 -一 个 有 限 基 ,这 可 推 得 守 = 二 & 
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